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摘  要 

国务院印发了《中国制造 2025》规划，根据规划，机器人将成为重点领域之

一。规划指出，围绕工业机器人、特种机器人，服务机器人应用需求，积极研发

新产品，促进机器人标准化、模块化发展，扩大市场应用。突破机器人本体、关

键零部件及系统集成设计制造等技术瓶颈。制造大国转型升级成“智造”强国成

为发展新趋势，毫无疑问工业机器人无疑是我国制造业改革的重点领域之一。本

文要研究的一个重点就是利用智能进化算法对机械臂进行优化设计。结合机械臂

结构特点，以机械臂运动学和动力学理论研究为基础，以机械臂几何参数和传动

系统参数为研究变量，以可操作性和重量为优化目标，利用带约束的多目标进化

算法对机械臂的结构以及传动系统进行优化设计。以实现对现有机械臂轻质化和

可操作性提高的目的。本文中用于研究对象的机械臂，一是 UR5（Universal Robot 

5）机械臂，另一是实验室自主研发的机械臂，论文的主要研究工作如下： 

（1）针对 UR5 和自主研发的机械臂进行运动学建模。建立 D-H 坐标系及

运动学方程，求解机械臂的正逆运动学。在机械臂正运动学方程的基础上，分别

利用蒙特卡洛法和 MATLAB 机器人工具箱对机械臂的工作空间进行求解，得

到机械臂工作空间三维云图，从两种方法的对比中，相互验证了求解结果的合理

性。 

（2）对优化设计问题进行描述。在满足机械臂性能的前提下，希望得到质

量更轻，可操作性更高的机械臂。结合机械臂的结构确定机械臂的几何参数以及

传动系统中电机和减速器的型号作为设计变量。同时，在进行优化时必须要满足

机械臂的几何参数约束，以及传动系统中扭矩，转速的约束。 

（3）利用三种改进的约束多目标优化算法对机械臂的设计优化问题进行求

出最优解。这三种算法分别是 MOEAD-CDP、MOEAD-ACDP、MOEAD-IEps。

MOEAD-CDP 提出基于惩罚函数的一种约束处理方法，而不要任何惩罚参数。

MOEAD-ACDP 提出基于角度的支配原则。MOEAD-IEps 提出一种改进的 ε 约

束处理方法。 

（4）针对已优化出来的 Pareto 前沿上的解进行分析，研究最优解之间的关

系。并利用 Solidworks 二次开发和最优解自动装配出具有最优设计变量的机械
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臂模型。 

关键词：约束多目标优化；机械臂；可操作性；轻质化。 
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Abstract 

The State Council issued the "made in China 2025" plan. According to the plan, 

the robot will become one of the key areas in nowadays. Around industrial robots, 

special robots and service robot application’s needs, the plan pointed out that it’s 

necessary to actively develop new products, promote the standardization of robots, and 

modular development, and expand market applications. Break through the bottleneck 

of robot body, key components and system integration design and manufacture. 

Manufacturing transformation becomes a new trend of development. There is no doubt 

that industrial robots is undoubtedly one of the key areas of China's manufacturing 

sector reform. One of the key points of this paper is to use the intelligent evolutionary 

algorithm to optimize the manipulator. According to the mechanical arm structure and 

the manipulator kinematics and dynamics theory, we finally determine to use the 

manipulator geometry parameters and drive train parameters as the research variables, 

manipulability and weight as the optimization goal. And constrained multi-objective 

evolutionary algorithms will be used in manipulator optimization design. In order to 

realize the purpose of improving the light weight and manipulability of the existing 

manipulator. In this paper, there are two research object of the robot arm, one is UR5 

(Universal Robot 5), and the other is the independent development robot arm, the main 

research work is as follows: 

(1) Kinematics modeling for UR5 and independently developed manipulator. The 

D-H coordinates and kinematics equations are established to solve the forward and 

inverse kinematics of the manipulator. Based on the kinematics equations of the 

manipulator, using the Monte Carlo method and MATLAB robot toolkit to obtain the 

three-dimensional working space of the manipulator. Then comparing these two 

methods to solve the rationality of mutual authentication. 

(2) Description of the optimization design problem. Under the premise of 

satisfying the performance of the mechanical arm, the mechanical arm with lighter 

weight and higher manipulability is expected to be obtained. According to the structure 
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of the manipulator, the geometric parameters and the type of the motor and reducer in 

the drive train system are taken as the design variables. At the same time, the 

optimization of the manipulator must meet the constraints of the geometric parameters 

of the manipulator, as well as the transmission system torque, speed constraints. 

(3) The optimal solution of the manipulator's design optimization problem is 

obtained by using the three improved constrained multi-objective optimization 

algorithms. These three algorithms are MOEAD-CDP, MOEAD-ACDP, MOEAD-IEps. 

MOEAD-CDP proposes a constraint handling method based on penalty function 

without any penalty parameters. MOEAD-ACDP proposes a new constraint handling 

method named Angle-based Constrained Dominance Principle. MOEAD-IEps 

proposes an improved epsilon constraint handling method embedded in the multi-

objective evolutionary algorithm based on decomposition constraint handling method. 

(4) The relationship between the optimal solutions at the optimized Pareto front 

will be studied. By using the Solidworks second development and the optimal solution, 

the manipulator model with optimal design variables is automatically assembled. 

 

Keywords: constrained multi-objective optimization, manipulator, manipulability, 

light weight.
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第 1 章 绪 论 

1.1 机械臂优化的研究背景及意义 

1.1.1 研究背景 

继德国提出工业 4.0 之后，世界制造业强国纷纷提出了自己在制造业方面的

崭新构想。2015 年，中国提出了中国制造 2025，重点强调了用信息化和工业化

两化深度融合来引领和带动整个制造业的发展。当前，全球制造业发展格局和我

国经济发展环境发生重大变化，必须紧紧抓住当前难得的战略机遇，突出创新驱

动，优化政策环境，发挥制度优势，实现中国制造向中国创造转变，中国速度向

中国质量转变，中国产品向中国品牌转变。围绕这些目标，工业机器人的发展和

应用，成为了中国制造业走向高端化和智能化的重中之重。 

随着工业机器人向更深更广方向的发展以及机器人智能化水平的提高，机器

人的应用范周还在不断地扩大，已从汽车制造业推广到其他制造业，进而推广到

诸如采矿机器人、建筑业机器人以及水电系统维护维修机器人等各种非制造行业。

此外，在国防军事、医疗卫生、生活服务等领域机器人的应用也越来越多。工业

机器人和服务机器人的市场规模持续扩大。根据 IFR[1] 最新数据统计，见图 1-1，

2015 年全球工业机器人销量首次突破 25 万台，其中亚洲销量约占全球销量的

2/3。中国、韩国、日本、美国和德国的总销量占全球销量的 3/4。中国、美国、

韩国、日本、德国、以色列等国是近年工业机器人技术、标准及市场发展较活跃

的地区。1998-2014 年，全球工业机器人销量处于稳步增长态势;特别是 2005-

2014 年间，工业机器人销量迅速增长，新装工业机器人年均增长速度约为 14%。

图 1-2 显示近年来全球工业机器人销售量及未来几年的预测。 

目前，世界著名工业机器人公司在我国市场分布主要可以分为：日系、欧系

两种。日系中的著名品牌主要有安川、OTC、松下、发那科、川崎等公司的产品；

欧系品牌主要有德国 KUKA、德国 CLOOS、瑞典 ABB、意大利 COMAU 及奥

地利 IGM 公司。这些公司已经成为其产业部署所在地区的支柱性产业，不仅对

于当地的制造业发展起到了重要的推动作用，也为中国工业机器人制造业的发展
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起到了不可忽视的影响。受其影响和国家大政方针的指引，国内工业机器人产业

虽然起步较晚，但增长的势头非常强劲。当前国产机器人著名品牌主要有广州启

帆、沈阳新松、安徽埃夫特、广州数控、上海新时达等。 

 

图 1-1 全球工业机器人历年销量 

 

图 1-2 全球工业机器人销量预测 

1.1.2 研究意义 

如图 1-3，对比不同外资厂商 2015 年的销售情况，外资厂商仍以四大家族

为首，即发那科、ABB、安川和库卡。四家厂商合计销售占外资品牌总销售量的

比例超过 50%，发那科销售量最高，占比达到 15.5%。国产品牌目前只能在机器

人性能和稳定性方面要求较低的行业分散发展。另外，中国劳动力价格上涨推高
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生产成本。自 2008 年 1 月 1 日，新劳动法实施以来，中国各地上调了最低工资

水平，沿海地区劳动力成本不断攀升，出现民工荒，中国人口红利渐失。 

可见，对于机械臂的优化设计研究对于我国从制造大国向“智造”强国转型

有着非常重要的意义。在中国甚至全球的工业机械臂市场占据一席之地。同时伴

随着不断提高我国工业企业自动化水平的不断提高，并且逐渐成为自动化生产线

的方式。 

 

 

图 1-3 不同机械厂商在我国市场份额 

1.2 机械臂优化 

机器人是自动执行工作的机器装置。它既可以接受人类指挥,又可以运行预

先编排的程序,也可以根据以人工智能技术制定的原则纲领行动,主要用于协助

或取代人类的部分工作,在工业、医学、农业、建筑业甚至军事等领域中均有重

要用途。机器人机制的选择取决于所需要完成的任务,以及机器人的位置和它们

的尺寸和结构。以往这些参数的选择是凭直觉和经验获得,因此制定一套可用于

机器人控制和路径规划的系统可操作能力测定方法是必不可少的。从这个角度出

发,提出了可操作性的概念'。优化过程中的一般任务是最大限度增加受益数量或

者减小某些参数的不良效果。合理的问题定义,配合适当的优化工具即可从经济

技术角度显著提高产品的质量。优化方法用于机器人逆运动求解时,不仅效率高,

还可获得误差很小的精确解。选择则函数进行优化,可显著提高机器人末端执行
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器的精密度与准确度。首先设定杆件长度的初始值,通过逆运动求解每个关节对

应的角度,然后使用该函数改变杆件长度,不断进行优化。这种方法可同时优化杆

件的长度与关节的夹角。这个优化过程的决定因素为可操作性指数,即机器人末

端执行器的可操作性。此属性可用于获得更好的设计参数以及与计算出的关节角

度相关的最佳姿态。 

1.3 机械臂优化国内外研究现状和发展趋势 

从国际机器人联合会的统计[1]，分析得出，自动化的趋势和广泛的应用使得

工业机器人的需求大大增加。当前，机器人被认为是最具影响力的技术之一，全

球多国将机器人技术列为国家重大计划。美国将机器人技术重要性等同于互联网

技术。欧盟计划投入大量的资金来推动未来机器人的发展。日本将机器人产业也

作为一个重点扶持的发展方向来对待。我国近年来在机器人的研发与推广中也进

行了很大的努力，尤其在 2015 年 5 月国家颁布《中国制造 2025》文件，制造

业成为国家强国战略重要一环，明确将机器人技术作为推动的重点进行说明，这

为机器人技术的发展带来一个新的机遇。 

在机械臂基础理论研究中，各国学者都取得了很多的成就，得了丰硕的成果

和成功的应用案例。在机械臂优化设计方面，通常从轻质化、能耗、可操作性、

灵巧性、运行周期时间等几个方面考虑，这些机械臂的优化设计问题得到了一定

的解决，但迫切地需要探索更有效的机械臂设计优化方法。特别是，在机械臂设

计过程中，如何确定要优化的目标，如何确定可被设定决策变量的参数，优化问

题涉及到哪些约束条件，得到的最优解之间有何联系，仍然是以后研究的重点。

现在来看看现有的国内外关于机械臂优化的工作。 

关于机械臂轻量化的优化设计。一个著名的例子就是 DLR 机械臂臂[2] 被开

发轻型的能在人类环境中进行人机交互的。机械臂的轻质化优化设计很大程度上

与传动系统优化设计相关。Chedmail 和 Gautier[3] 提出了一种用于机器人关节执

行器选择的最优化方法，该方法将所有驱动器的总质量最小作为优化目标。在参

考文献[4]中提出了一种传动系设计优化方法，该方法可以最大限度地减少机器

人的重量，同时选择最优的传动系统。Seo[5] 提出了机器人关节模块轴向磁通永

磁无刷直流电机的设计方案，具有转矩密度高、成本低、结构紧凑等特点。为了
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使机械臂臂更安全，更轻，应用于人机共存的环境，Park[6] 提出了紧凑型传动系

统的优化设计。Roos[7] 提出了一种电机和减速器选型优化方法，优化目标是重量

最小。Zhou[8] 提出一种新的机械臂优化结构及传动系统设计方法，最小化机械臂

的重量。 

轻量级的优化设计可能会导致机械臂连杆刚度不够，这使得系统容易出现不

良振动。因此，需要满足某些设计约束，因此就有了有限元分析用于机器人手臂

的设计和结构优化[9-11]。基于有限元分析的拓扑优化方法应用于机械臂臂结构优

化[12]。集成模块化设计、动力学仿真和有限元分析方法，设计一种轻质化、高刚

度、紧凑型机械臂[13-14]。 

可操作性是机械臂在执行任务是一个重要指标。Yoshikawa 第一次在关节速

度层面建立机械臂可操作性的定量计算[15]。文献[22]中，K. Nagatani 等人在给定

机械臂任务路径，利用冗余节点方法优化移动机械臂的可操作性。Ramírez 

Henao[16] 等人将可操作性指数作为一个用于焊接的串联机器人轨迹规划的多目

标优化方法的一个参数。文献[21]中提出混合机械臂的多目标优化，其中涉及到不

同类型的可操作性。特别地，一个重大的贡献是将可操作性的概念从单一机械臂

扩展到多机械臂系统[17]，作者将双臂机械臂的可操作性椭球近似为单臂机械臂

可操作性椭球的交叉。文献[18]中的方法将可操作椭球定义借助于一个闭环运动

学分析扩展到多臂协同操作任务中。进一步的工作在[19-20] 中。文献[21] 提出了一

种鲁棒多目标优化方法，该方法用于设计了一种平面五连杆并联机械臂，在这项

工作中的鲁棒性是通过最小化机械臂性能指标（跟踪误差和可操作性）的敏感性

来强调的。同时有许多研究移动平台搭载机械臂的运动规划优化[22-24]。 

机械臂能耗优化方面。在过去，众多的研究关注于关节执行器的能量优化[25-

26]。近年来文献开始对机器人的能耗有了一定的研究，如牛顿算法[27]，遗传算法

[28]和进化免疫克隆算法[29]。Ming 提出了一个实数编码遗传算法，用于最小化因

热量损失而造成的能耗[30]。紧接着研究关注于基于交流电机的机器人能量优化

问题。在文献[31-32]中，机器人的能耗优化问题是通过简化交流电机模型到直流

电动机模型。Hansen[33]考虑了电能的存储和转换。 

拓扑结构优化方面。Simon Foucault[34] 等人提出了一种新的方法用于 2 自由

度机械臂的几何空间设计问题，该使用旋量参数法来描述 R-R 位移的运动学拓
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扑关系。Ge[35]等人提出了基于范例学习的遗传算法，并将该方法成功的用于连续

体结构拓扑优化，取得了很好的效果。Zhang[36]对硅片传输机器人手臂进行了拓

扑优化设计，得到了刚度增加的手臂结构。Albert Albers[37]等人结合拓扑优化理

论，以 ARMAR III 型机器人的为研究对象，对其中一个手臂进行了优化设计。

S. Sakata[38] 等人讨论了基于位移的连续体拓扑优化的新方法，通过新的线性逼

近法则和非线性逼近系数对优化算法的优化，减低了拓扑优化计算时的计算时间。 

前面描述了机械臂优化的工作，值得一提的是如果实现自动设计优化，将是

一个伟大的突破，实际上已经有了少量这方面的研究，未来极可能成为重点研究

的领域。著名机器人公司 ABB 研发团队和瑞典林雪平大学 Peter Krus 教授小组，

在机器人系统自动设计优化方面开展了深入的研究。在他们公开发表的论文中，

就明确定义了设计自动化(Design Automation)的概念[39]。在林雪平大学和 ABB 公

司合作的研究项目中，设计自动化是以几何模型的设计自动化为中心展开的，主

要采用经典的多目标进化算法作为优化方法来对机器人的设计进行优化[40]。另

一个代表性工作来自于 Hod Lipson 教授在 2000 年用进化计算的方法在计算机上

自动设计出了一个可以移动的机器人系统[41]。其后又在该方向做出了一些新的

成果[42]。Erik Goodman 教授所领导的小组也开始在机电系统设计自动化领域进

行了开创性的研究。他们主要使用了一种结合基因编程和功率键合图 BGGP

（Bond Graph & Genetic Programming）的方法，对一类机电系统成功地进行了自

动设计[43]。 

1.5 本文的研究内容 

本文要研究的一个重点就是利用智能进化算法对机械臂进行优化设计。结合

机械臂结构特点，以机械臂运动学和动力学理论研究为基础，以机械臂几何参数

和传动系统参数为研究变量，以可操作性和重量为优化目标，利用带约束的多目

标进化算法对机械臂的结构以及传动系统进行优化设计。以实现对现有机械臂轻

质化和可操作性提高的目的。本文中用于研究对象的机械臂是 UR5 和实验室自主

研发的机械臂，论文完成主要研究工作如下： 

第二章针对 UR5 和自主研发的机械臂进行运动学建模。建立 D-H 坐标系及

运动学方程，求解机械臂的正逆运动学。在机械臂正运动学方程的基础上，分别
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利用蒙特卡洛法和 MATLAB 机器人工具箱对机械臂的工作空间进行求解，得到

机械臂工作空间三维云图，从两种方法的对比。 

第三章对优化设计问题进行描述。在满足机械臂性能的前提下，希望得到质

量更轻，可操作性更高的机械臂。结合机械臂的结构确定机械臂的几何参数以及

传动系统中电机和减速器的型号作为设计变量。同时，在进行优化时必须要满足

机械臂的几何参数约束，以及传动系统中扭矩，转速的约束。 

第四章利用 MOEAD-CDP、MOEAD-ACDP、MOEAD-IEps 这三种改进的约束多目标

优化算法对本文归结的机械臂的设计优化问题进行优化，设计了优化实验，分别

求出 UR5 和自主研发机械臂的最优解，并对解进行了一定的分析，利用

Solidworks 二次开发和合理的最优解自动化设计出新的机械臂模型。 
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第 2 章 串联机械臂运动学分析 

2.1 引言 

运动学是机械臂优化研究的基础，它仅仅考虑机械臂的运动而不受其他力的

影响。主要研究机械臂各连杆之间相互的运动关系。主要分析位置、速度和加速

度和所有关于位置的高阶导数（相对于时间或者任何其他变量）[30][31]。因此，运

动学基本上是指几何和时间为基础的运动特性，我们称之为机械臂的位置和方向

的运动特性。根机械臂的运动学分为正运动学及逆运动学。假设已知各关节的运

动参数，求解机械臂末端的运动参数称为正运动学；反之，假设已知机械臂末端

运动参数反推各关节的运动状态称为逆运动学。当前，针对运动学求解问题主要

的方法有 D-H 法和旋量法[33][34]。其中 D-H 方法是由 Denavit 和 Hartenberg[35]提

出，用于 D-H 坐标系的建立，以及运动学方程的构建。而旋量理论由 Murry 等

以线性代数和矩阵理论为基础提出，用齐次坐标来表示刚体运动。两种方法各有

优缺点，在本文描述的机械臂的优化工作中，采用 D-H 方法来进行运动学分析。 

2.2 运动学基础 

2.2.1 空间位置描述 

刚体在空间中的位姿需要 6 个独立的变量来描述，在机器人的研究中通常是

将空间位置 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 以及欧拉角 (𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ, 𝑦𝑎𝑤, 𝑟𝑜𝑙𝑙) 这 6 个变量来表示，本小节

将描述空间位置的表示，欧拉角的描述在后面章节呈现，为了便于理解，这里用

二维空间的位置来说明，如图 2.1 所示，在二维空间存在两个坐标系𝑜0𝑥0𝑦0和

𝑜1𝑥1𝑦1,以及点 𝑝,我们可以相对于任何一个坐标来表示 𝑝 点的坐标。例如在坐标

系 𝑜0𝑥0𝑦0 中表示为 (1,2)𝑇，而在坐标系 𝑜1𝑥1𝑦1 中表示为 (−0.59,1)𝑇。 
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图 2-1 二维空间位置的描述 

 

因此，对于空间中的一点在不同参考坐标系中的表示并不相同，为了区别，

通常的做法是加入上标，还是如图 2.1，𝑝 点在两个坐标系中的表示分别可以写

成： 

𝑝0 = [
1
2
] , 𝑝1 = [

−0.59
1

]                     (2-1) 

同样的，坐标系 𝑜1𝑥1𝑦1 的原点 𝑜1 在坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0 中的表示，以及坐标

系 𝑜0𝑥0𝑦0 的原点 𝑜0 在坐标系 𝑜1𝑥1𝑦1 中的表示可分别写为： 

𝑜1
0 = [

1.41
1
] , 𝑜0

1 = [
−2
0
]                     (2-2) 

2.2.2 旋转变换 

为了表示一个刚体相对于另一个刚体的相对位置和方向，可以在每个刚体上

建立坐标系，然后指定这些坐标系之间的几何关系。其中包含坐标系的旋转变换

和平移变换，在本小节中，主要说明从一个坐标系到另一个坐标系的旋转变换。

开始同样还是在二维空间进行旋转，然后推广到三维空间。 



汕头大学硕士学位论文  第 2章 串联机械臂运动学分析 

10 

 

 

图 2-2 二维空间的坐标系旋转 

图 2-2 显示的两个坐标系，其中坐标系 𝑜1𝑥1𝑦1 是由坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0 绕原点

逆时针旋转 θ  角度获得。通常用一种形式的矩阵来描述从坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0  到坐

标系 𝑜1𝑥1𝑦1 的相对变化，称为旋转矩阵（Rotation Matrix）。旋转矩阵有许多特

殊性质，将在下面讨论。如图在二维的情况下，可以计算出完整的旋转矩阵如下： 

𝑅1
0 = [

𝑥1 ∙ 𝑥0 𝑦1 ∙ 𝑥0
𝑥1 ∙ 𝑦0 𝑦1 ∙ 𝑦0

]                     (2-3) 

 需要注意的是，这里同样用上标来表示参考坐标系，因此上式中的 𝑅1
0 的列 

向量（单位向量）表示坐标系 𝑜1𝑥1𝑦1 的坐标轴在坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0 中的表示。又

知道 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑥1 ∙ 𝑥0 等一系列条件，因此旋转矩阵可改写为： 

𝑅1
0 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

]                      (2-4) 

相反，如果想要得到从坐标系 𝑜1𝑥1𝑦1 相对于坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0 的旋转矩阵，

可以得到如下形式： 

𝑅0
1 = [

𝑥0 ∙ 𝑥1 𝑦0 ∙ 𝑥1
𝑥0 ∙ 𝑦1 𝑦0 ∙ 𝑦1

]                     (2-5) 

上面所描述的投影技术可以很好地扩展到三维的情况下。例如在三维的情况

下，坐标系 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1 的相对于坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0 的旋转矩阵可表示为： 

𝑅1
0 = [

𝑥1 ∙ 𝑥0 𝑦1 ∙ 𝑥0 𝑧1 ∙ 𝑥0
𝑥1 ∙ 𝑦0 𝑦1 ∙ 𝑦0 𝑧1 ∙ 𝑦0
𝑥1 ∙ 𝑧0 𝑦1 ∙ 𝑧0 𝑧1 ∙ 𝑧0

]                 (2-6) 

在三维空间的旋转矩阵已经给出，那么可以推导出三个最基本的旋转矩阵，

即对于坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0  分别绕 𝑥, 𝑦, 𝑧  三个轴旋转 θ  角度而得出的旋转矩阵

如式（2-7），空间中所有两个矩阵的旋转矩阵都是由这三个基本旋转矩阵组合而
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成。 

𝑅𝑥,𝜃 = [
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃
0 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

]，𝑅𝑦,𝜃 = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 𝑠𝑖𝑛𝜃
0 1 0

−𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃
]，𝑅𝑧,𝜃 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1

]  

(2-7) 

旋转变换分为两种情况，第一种是相对于当前坐标系的旋转，在式（2-8）中

的矩阵𝑅1
0  代表坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0  和 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1  之间的旋转变换。假设现在多加

一个坐标系旋转，即坐标系 𝑜2𝑥2𝑦2𝑧2 是通过 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1 绕着在自身坐标系中表

示的固定轴旋转而得到，经过推导可以得出以下结论，从 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0 到 𝑜1𝑥2𝑦2𝑧2 

的旋转变换可表示为： 

𝑅2
0 = 𝑅1

0𝑅2
1                          (2-8) 

第二种是相对于固定坐标系的旋转，例如坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0 相对自身坐标系

中表示的轴旋转后得到 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1，然后 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1 仍然相对在 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0 中表示

的轴旋转后得到 𝑜2𝑥2𝑦2𝑧2，经过推导可以得出类似结论，从 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0 到 

𝑜1𝑥2𝑦2𝑧2 的旋转变换可表示为： 

𝑅2
0 = 𝑅2

1𝑅1
0                          (2-9) 

 

2.2.3 刚体运动及其次变换 

前文中已经描述如何表示位置和方向。首先结合这两者来定义本小节中的刚

体运动，然后，我们推导出一个高效的表示刚体运动的矩阵，即齐次变换矩阵。 

刚体运动由纯平移和纯旋转组成。假设首先对坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0  施加一个 

𝑅1
0  旋转得到 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1，紧接着施加一个 𝑑1

0  的平移（相对于 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0）得到 

𝑜2𝑥2𝑦2𝑧2。空间中一点 p 在坐标系 𝑜0𝑥0𝑦0𝑧0 和 𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1 中的分别表示为： 

𝑝0 = 𝑅1
0𝑝1 + 𝑑1

0                      (2-10) 

𝑝1 = 𝑅2
1𝑝2 + 𝑑2

1                      (2-11) 

 

对于将式(2-11)代入式(2-10)，可得： 

𝑝0 = 𝑅1
0𝑅2

1𝑝2 + 𝑅1
0𝑑2

1 + 𝑑1
0                 (2-12) 

由于 𝑝0 和 𝑝2 之间的关系也是一个刚体运动，我们同样可以描述为: 
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𝑝0 = 𝑅2
0𝑝2 + 𝑑2

0                      (2-13) 

比较式(2-12)和式(2-13)，可得到下式的关系： 

𝑅2
0 = 𝑅1

0𝑅2
1                        (2-14) 

𝑑2
0 = 𝑑1

0 + 𝑅1
0𝑑2

1                      (2-15) 

很容易发现，假设存在一长串的刚体运动序列，式(2-12)的计算将迅速变为

非常棘手。下面，本小节将展示如何将刚体运动利用矩阵形式来表示以简化计算。 

事实上，式(2-14)和式(2-15)等价于下面的矩阵恒等式: 

[𝑅1
0 𝑑1

0

0 1
] [𝑅2

1 𝑑1
2

0 1
] = [𝑅1

0𝑅2
1 𝑅1

0𝑑1
2 + 𝑑1

0

0 1
]         (2-16) 

其中 0 表示行向量 (0,0,0)，式(2-16)显示刚体运动可由下面的矩阵形式表

示： 

𝐻 = [
𝑅 𝑑
0 1

] ; 𝑅𝜖𝑆𝑂(3), 𝑑𝜖ℝ3              (2-17) 

其中 𝑅 表示旋转矩阵，𝑑 表示平移向量，我们知道在 2.2.2 节中给出三个

基本的旋转矩阵，本小节继续给出关于三个坐标的旋转和平移，一共六个其次变

换矩阵： 

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥,𝑎 = [

1
0
0
0

  

0
1
0
0

  

0
0
1
0

  

𝑎
0
0
1

] ; 𝑅𝑜𝑡𝑥,𝛼 = [

1
0
0
0

  

0
𝑐𝛼
𝑠𝛼
0

  

0
−𝑠𝛼
𝑐𝛼
0

  

0
0
0
1

]      (2-18) 

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑦,𝑏 = [

1
0
0
0

  

0
1
0
0

  

0
0
1
0

  

0
𝑏
0
1

] ; 𝑅𝑜𝑡𝑦,𝛽 = [

𝑐𝛽
0
−𝑠𝛽
0

  

0
1
0
0

  

𝑠𝛽
0
𝑐𝛽
0

  

0
0
0
1

]      (2-19) 

𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑧,𝑐 = [

1
0
0
0

  

0
1
0
0

  

0
0
1
0

  

0
0
𝑐
1

] ; 𝑅𝑜𝑡𝑧,𝛾 = [

𝑐𝛾
𝑠𝛾
0
0

  

−𝑠𝛾
𝑐𝛾
0
0

  

0
0
1
0

  

0
0
0
1

]      (2-20) 

同样的，对于 4 × 4 的其次转换矩阵与 3 × 3 的旋转矩阵具有类似的性质。

即如果是相对于当前坐标系的刚体运动，那么满足： 

𝐻2
0 = 𝐻1

0𝐻2
1                       (2-21) 

如果是相对于固定坐标系的刚体运动，则满足： 

𝐻2
0 = 𝐻2

1𝐻1
0                       (2-22) 



汕头大学硕士学位论文  第 2章 串联机械臂运动学分析 

13 

 

2.3 正运动学分析 

2.3.1 运动链 

如图 2-3 所示，机械臂作为一种机械装置可被认为是一个动学链。在本文中

要优化的机械臂对象是串联 6 自由度机械臂，各关节均为旋转关节，因此在本文

中只考虑关节为旋转关节的情况，而不考虑平移关节。 

 

图 2-3 串联机械臂运动链 

一个包含 𝑛 个关节的串联机械臂有 𝑛 + 1 个连杆，每个关节连接两个连杆。

从基座（Base）开始标记关节序号为 1,2, … , 𝑛, 标记连杆序号为 0,1, … , 𝑛。对于

第 𝑖 个关节，我们表示为一个关节变量 𝑞𝑖 = 𝜃𝑖，由于是旋转关节，因此 𝜃𝑖 表

示第 𝑖 个关节的角度值。现在假设 𝐴𝑖 表示坐标系 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 相对于坐标系 

𝑜𝑖−1𝑥𝑖−1𝑦𝑖−1𝑧𝑖−1 的变换矩阵，因此 𝐴𝑖 表示一个关于变量 𝑞𝑖 的函数： 

𝐴𝑖 = 𝐴𝑖(𝑞𝑖)                       (2-23) 

假设用三维向量 𝑜𝑛
0 表示机械臂末端（End-effector）相对于基座坐标系的

位置和方向，用 3 × 3 矩阵 𝑅𝑛
0 表示旋转矩阵，那么从 0 坐标系到 𝑛 坐标系

的齐次变换矩阵为 𝐻： 

𝐻 = [𝑅𝑛
0 𝑜𝑛

0

0 1
]                        (2-24) 

𝐻 = 𝑇𝑛
0 = 𝐴1(𝑞1)…𝐴𝑛(𝑞𝑛)                  (2-25) 

每一个其次变换矩阵 𝐴𝑖 的形式为： 

𝐴𝑖 = [
𝑅𝑖
𝑖−1 𝑜𝑖

𝑖−1

0 1
]                      (2-26) 

因此， 
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𝑇𝑗
𝑖 = 𝐴𝑖+1…𝐴𝑗 = [

𝑅𝑗
𝑖 𝑜𝑗

𝑖

0 1
]                   (2-27) 

其中矩阵 𝑅𝑗
𝑖 表示坐标系 𝑜𝑗𝑥𝑗𝑦𝑗𝑧𝑗 相对于坐标系 𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖 的旋转变换，并

且有： 

𝑅𝑗
𝑖 = 𝑅𝑖+1

𝑖 …𝑅𝑗
𝑗−1

                      (2-28) 

坐标向量 𝑜𝑗
𝑖 的形式为： 

𝑜𝑗
𝑖 = 𝑜𝑗−1

𝑖 + 𝑅𝑗−1
𝑖 𝑜𝑗

𝑗−1
                    (2-29) 

2.3.2 D-H 坐标系 

对于 𝑛 − 𝑙𝑖𝑛𝑘 串联机械臂的运动学分析是非常复杂的，下面介绍的公约将

大大简化分析过程。在机器人应用中一种用来选择参考坐标系的公约是 D-

H(Denavit-Hartenberg)公约。 

 

图 2-4 串联机械臂 D-H 描述  

欧拉定理粗略地表明，在三维空间中的每个运动可以表示为围绕某个轴的旋

转以及相对这个轴的平移的组合。这个定理使得对开环运动链的正运动学分析形

成一些计算方法，D-H 方法就是其中一种。D-H 是基于数学归纳的思想，因此 D-

H 法只能用于开环的运动链，对于机械臂每个关节 D-H 坐标系的建立，都要满

足一定的规则，如图 2-4，对于第 𝑖 个关节而言： 

① 坐标系 𝑖  的原点位于关节 𝑖 + 1  的轴线和关节 𝑖  和 𝑖 + 1  轴线的公垂

线的交点； 

② 满足轴 𝑧𝑖 与关节 𝑖 + 1 轴线共线前提下，轴正方向可以任意选取； 
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③ 轴 𝑥𝑖 与和关节 𝑖 和 𝑖 + 1 轴线的公垂线共线，并且从关节 𝑖 指向 𝑖 +

1； 

④ 使用右手定则确定轴 𝑦𝑖。 

任意串联机械臂的每个连杆均可以由四个 D-H 参数来描述。无论实际中每个

连杆链接两个关节的物理组成如何，它们的相对位置都可以用两个参数 𝑎𝑖 和  

𝛼𝑖 来描述，同样的，相邻两个两个连杆的相对位置可以用 𝑑𝑖 和 𝜃𝑖 来描述： 

① 𝑎𝑖：关节 𝑖 与 𝑖 + 1 轴线的公垂线长度，通常是连杆的长度； 

② 𝛼𝑖：关节 𝑖 与 𝑖 + 1 轴线相差的角度，也被称为连杆间的扭曲角； 

③ 𝑑𝑖：关节 𝑖 − 1 与 𝑖 轴线的公垂线和关节 𝑖 与 𝑖 + 1 轴线的公垂线的

偏移距离，也被称为连杆间的偏移量。 

④ 𝜃𝑖：关节 𝑖 − 1 与 𝑖 轴线的公垂线和关节 𝑖 与 𝑖 + 1 轴线的公垂线的

夹角。这也被称为关节角度。 

因此，每个齐次变换矩阵 𝐴𝑖 表示为由四个基本变换的结果： 

𝐴𝑖 = 𝑅𝑜𝑡𝑧,𝜃𝑖𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑧,𝑑𝑖𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑥,𝑎𝑖𝑅𝑜𝑡𝑥,𝛼𝑖

= [

𝑐𝜃𝑖
𝑠𝜃𝑖
0
0

  

−𝑠𝜃𝑖
𝑐𝜃𝑖
0
0

  

0
0
1
0

  

0
0
0
1

] [

1
0
0
0

  

0
1
0
0

  

0
0
1
0

  

0
0
𝑑𝑖
1

] [

1
0
0
0

  

0
1
0
0

  

0
0
1
0

  

𝑎𝑖
0
0
1

] [

1
0
0
0

  

0
𝑐𝛼𝑖
𝑠𝛼𝑖
0

  

0
−𝑠𝛼𝑖
𝑐𝛼𝑖
0

  

0
0
0
1

]

= [

𝑐𝜃𝑖
𝑠𝜃𝑖
0
0

  

−𝑠𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖
𝑐𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖
𝑠𝛼𝑖
0

  

𝑠𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖
−𝑐𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖
𝑐𝛼𝑖
0

  

𝑎𝑖𝑐𝜃𝑖
𝑎𝑖𝑠𝜃𝑖
𝑑𝑖
1

] 

（2-30） 

试想，给出各关节的角度值，就可以计算出全部的齐次变换矩阵 𝐴𝑖，这样

末端坐标系相对基座坐标系的变换矩阵也可以得出： 

𝑇𝑛
0 = 𝐴1𝐴2…𝐴𝑛                    （2-31） 

假设 𝑝𝑛 表示在基座坐标系中一点的坐标，那么空间中这一点在世界坐标系，

也即基座坐标系中的表示为： 

𝑝0 = 𝑇𝑛
0𝑝𝑛 = 𝐴1𝐴2…𝐴𝑛𝑝

𝑛               （2-32） 
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2.4 逆运动学分析 

2.4.1 机械臂逆运动问题 

在本小节中，首先描述机械臂一般的逆运动学问题。之后，描述运动解耦的

原则，以及如何利用它来简化机械臂逆运动学的计算。利用运动学解耦，我们可

以独立地考虑位置和方向的问题。主要采用几何法来解决位置问题，而用欧拉角

参数化解决方向问题。逆运动学问题的一般表述如下。给出了 4 × 4 齐次变换矩

阵 𝐻 代表我们希望得到的机械臂末端的位置和姿态： 

𝐻 = [
𝑅 𝑜
0 1

]                      （2-33） 

而逆运动学问题即下面方程求解出关节转角 𝑞 = (𝑞1, … , 𝑞𝑛)
𝑇 的一组或若

干组解： 

𝑇𝑛
0(𝑞1, … , 𝑞𝑛) = 𝐴1(𝑞1)…𝐴𝑛(𝑞𝑛) = 𝐻          （2-34） 

2.4.2 机械臂逆运动求解 

在求解逆运动学问题，我们最感兴趣的是找到一个闭环形式的解，而并非一

个数值解。找到一个闭环形式的解意味着找到下式的一个明确关系： 

𝑞𝑖 = 𝑓𝑖(ℎ11, … , ℎ34), 𝑖 = 1,2,… , 𝑛            （2-35） 

如图 2-6 所示，以带有球形关节（腕关节）的六自由度机械臂为例，由于球

形关节存在，针对该机械臂最后三个关节建立 D-H 坐标系，发现其原点相交于一

点，因此可以对机械臂逆运动学问题解耦，分解为两个简单的问题，分别为逆位

置运动学和逆方向运动学。换言之，即首先求解腕轴交点的位置的，称为手腕中

心，然后求解手腕的方向。 



汕头大学硕士学位论文  第 2章 串联机械臂运动学分析 

17 

 

 

图 2-5 机械臂 D-H 坐标系建立 

首先 2.5 小节中描述的 D-H 公约对图 2.5 中的机械臂建立 D-H 坐标系。D-H

参数如表 2.1 所示： 

表 2-1 机械臂 D-H 参数表 

Link 𝒂𝒊(𝒎) 𝛂𝒊(𝒓𝒂𝒅) 𝒅𝒊(𝒎) 𝜽𝒊(𝒎) 

1 𝑎1 𝛼1 𝑑1 𝑞1 

2 𝑎2 𝛼2 𝑑2 𝑞2 

3 𝑎3 𝛼3 𝑑3 𝑞3 

4 𝑎4 𝛼4 𝑑4 𝑞4 

5 𝑎5 𝛼5 𝑑5 𝑞5 

6 𝑎6 𝛼6 𝑑6 𝑞6 

 

根据表 2-1 的 D-H 参数可以直接计算出齐次变换矩阵 𝐴𝑖，因为在逆运动学

问题中唯一的变量就是关节角度 𝑞，为了简化表达，用 𝑐1 代表 cos𝑞1，用 𝑐12 

代表 cos (𝑞1 + 𝑞2)，其他符号有类似处理： 

𝐴1 = [

𝑐1
𝑠1
0
0

  

0
0
−1
0

  

−𝑠1
𝑐1
0
0

  

0
0
0
1

] ; 𝐴2 = [

𝑐2
𝑠2
0
0

  

0
0
−1
0

  

−𝑠2
𝑐2
0
0

  

0
0
𝑑2
1

]     （2-36） 

𝐴3 = [

1
0
0
0

  

0
1
0
0

  

0
0
1
0

  

0
0
𝑑3
1

] ; 𝐴4 = [

𝑐4
𝑠4
0
0

  

0
0
−1
0

  

−𝑠4
𝑐4
0
0

  

0
0
0
1

]      （2-37） 
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𝐴5 = [

𝑐5
𝑠5
0
0

  

0
0
−1
0

  

−𝑠5
𝑐5
0
0

  

0
0
0
1

] ; 𝐴6 = [

𝑐6
𝑠6
0
0

  

−𝑠6
𝑐6
0
0

  

0
0
1
0

  

0
0
𝑑6
1

]     （2-38） 

齐次变换矩阵 𝑇6
0 = 𝐴1…𝐴6 表示为： 

𝑇6
0 = [

𝑅3×3 𝑜3×1
01×3 1

] = [

𝑟11
𝑟21
𝑟31
0

  

𝑟12
𝑟22
𝑟32
0

  

𝑟13
𝑟23
𝑟33
0

  

𝑜𝑥
𝑜𝑦
𝑜𝑧
1

]         （2-39） 

机械臂末端的坐标为 𝑜 = (𝑜𝑥, 𝑜𝑦, 𝑜𝑧)
𝑇，并且 𝑅 = (𝑟𝑖𝑗) 表示末端的姿态，因

此腕关节的中心坐标可以表示为： 

𝑜𝑐
0 = 𝑜 − 𝑑6𝑅 [

0
0
1
]                   （2-40） 

定位的框架相对于基座是由 R.如果组成的末端位置（O）表示 O 和手腕中心

OC 成分表示 X 然后方程（2-41）给出的关系: 

[

𝑥𝑐
𝑦𝑐
𝑧𝑐
] = [

𝑥𝑐 − 𝑑6𝑟13
𝑦𝑐 − 𝑑6𝑟23
𝑧𝑐 − 𝑑6𝑟33

]                  （2-41） 

逆运动学是由上述方程的封闭解的实现，和旋转角度的一般解决方法如下： 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑞1 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐)                                            

𝑞3 = 𝑎𝑡𝑎𝑛(𝐷,±√1 − 𝐷
2)                                      

𝐷 =
𝑥𝑐
2+𝑦𝑐

2−𝑑2+(𝑧𝑐−𝑑1)
2−𝑎2

2−𝑎3
2

2𝑎2𝑎3
                                   

𝑞2 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(√𝑥𝑐
2 + 𝑦𝑐

2 − 𝑑2, 𝑧𝑐 − 𝑑1)                             

𝑞4 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(𝑐1𝑐23𝑟13 + 𝑠1𝑐23𝑟23 + 𝑠23𝑟33, −𝑐1𝑠23𝑟13 + 𝑠1𝑠23𝑟23 + 𝑐23𝑟33)

𝑞5 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(𝑠1𝑟13 − 𝑐1𝑟23, ±√1 − (𝑠1𝑟13 − 𝑐1𝑟23)
2)                  

𝑞6 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2(−𝑠1𝑟11 + 𝑐1𝑟21, 𝑠1𝑟12 + 𝑐1𝑟22)                         

  

（2-42） 

2.5 机械臂运动学建模 

2.5.1 UR5 机械臂运动学建模 

如图 2-6（a）所示，表示出 UR5 机械臂物理模型以及几何参数，图 2-6（b）

给出包  含 UR5 关节和连杆定义的略缩图。该机械臂定义了 7 个连杆 
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𝑙𝑖: 𝑖𝜖{0, … ,6}，以及 6 个旋转关节 𝑗𝑖: 𝑖𝜖{1, … ,6}，每一个关节包含一个自由度，因

此 UR5 一共有 6 个自由度。推导运动学公式的第一步就是首先找到 D-H 参数。 

(a) (b)  
图 2-6 UR5 机械臂基本参数和结构 

UR5 的 D-H 参数值推导参考前文中关于 D-H 公约的描述，首先在满足 D-

H 条件的前提下，给 UR5 每个连杆建立坐标系，如图 2-7 所示，建立了坐标系

𝑜𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖, ∀𝑖𝜖{0, … ,6}，然后表 2-2 就给出了 UR5 的 D-H 参数列表。 

 

图 2-7 UR5 D-H 坐标系建立 
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表 2-2 UR5 D-H 参数列表 

Link 𝒂𝒊(𝒎) 𝛂𝒊(𝒓𝒂𝒅) 𝒅𝒊(𝒎) 𝜽𝒊(𝒎) 

1 0 π/2 0.0892 𝑞1 

2 -0.425 0 0 𝑞2 

3 -0.395 0 0 𝑞3 

4 0 π/2 0.1093 𝑞4 

5 0 −π/2 0.0948 𝑞5 

6 0 0 0.0825 𝑞6 

 

将表 2-2 中的参数带入式（2-30）可以得到 UR5 的齐次变换矩阵 𝐴1, … , 𝐴6 

分别为： 

𝐴1 = [

𝑐1
𝑠1
0
0

  

0
0
1
0

  

𝑠1
−𝑐1
0
0

  

0
0

0.0892
1

] ; 𝐴2 = [

𝑐2
𝑠2
0
0

  

−𝑠2
𝑐2
0
0

  

0
0
1
0

  

−0.425𝑐2
−0.425𝑠2

0
1

]     （2-43） 

𝐴3 = [

𝑐3
𝑠3
0
0

  

−𝑠3
𝑐3
0
0

  

0
0
1
0

  

−0.392𝑐3
−0.392𝑠3

0
1

] ; 𝐴4 = [

𝑐4
𝑠4
0
0

  

0
0
1
0

  

𝑠4
−𝑐4
0
0

  

0
0

0.1092
1

]     （2-44） 

𝐴5 = [

𝑐5
𝑠5
0
0

  

0
0
−1
0

  

−𝑠5
𝑐5
0
0

  

0
0

0.0947
1

] ; 𝐴6 = [

𝑐6
𝑠6
0
0

  

−𝑠6
𝑐6
0
0

  

0
0
1
0

  

0
0

0.0823
1

]     （2-45） 

这样用变换矩阵 𝑇6
0 描述正运动学： 

𝑇6
0 = 𝐴1𝐴2…𝐴6 = [

𝑅6
0 𝑜6

0

0 1
]            （2-46） 

下面推导UR5的速率运动学方程，即雅可比，首先计算角速度方面 𝐽𝜔，

这里需要计算轴 𝑧0
0, … , 𝑧5

0，分别如下： 

                        𝑧0
0 = 𝑘 

                        𝑧1
0 = 𝑅1

0𝑘 

                        𝑧2
0 = 𝑅2

0𝑘 = 𝑅1
0𝑅2

1𝑘 

                        𝑧3
0 = 𝑅3

0𝑘 = 𝑅1
0𝑅2

1𝑅3
2𝑘 

                        𝑧4
0 = 𝑅4

0𝑘 = 𝑅1
0𝑅2

1𝑅3
2𝑅4

3𝑘 
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𝑧5
0 = 𝑅5

0𝑘 = 𝑅1
0𝑅2

1𝑅3
2𝑅4

3𝑅5
4𝑘               （2-47） 

其中 𝑘 = [0,0,1]𝑇，雅可比线速度方面 𝐽𝑣𝑖 =
𝜕𝑜6

0

𝜕𝑞𝑖
, 𝑖 = 1,2, … ,6，因此 UR5

的雅可比矩阵可表示为： 

J = [
𝐽𝑣
𝐽𝜔
] = [

𝜕𝑜6
0

𝜕𝑞1

𝜕𝑜6
0

𝜕𝑞2

𝜕𝑜6
0

𝜕𝑞3

𝑧0
0 𝑧1

0 𝑧2
0
  

𝜕𝑜6
0

𝜕𝑞4

𝜕𝑜6
0

𝜕𝑞5

𝜕𝑜6
0

𝜕𝑞6

𝑧3
0 𝑧4

0 𝑧5
0
]           (2-48) 

关于 UR5 运动学的公式已推导完毕，现在来关注动力学方面的内容，我们

知道在推导动力学公式的时候会用到连杆的质量以及转动惯量，如图 2-8（a）

显示了 UR5 各个连杆实际的质心，这样对于转动惯量的计算难度加大，为了简

化计算现近似质心的位置就是在连杆的几何中心，如图 2-8（b）对质心的位置

做了近似，同时，为了进一步简化质量和转动惯量的计算，我们将各连杆的形

状近似为圆柱体。 

(a) (b)
 

图 2-8 UR5 质心近似 

做了上述的近似后，我们可以结合机械臂的几何参数计算出各连杆的质

量和质心位置向量，如表 2-3 所示，需要注意的是表中表示的质心位置分别

都是在自身坐标系中的表示的向量。 
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表 2-3 UR5 连杆质量和质心位置 

Link Weight(kg） Mass center (mm) 

1 3.7 𝑟1
1 = [0,0,0]𝑇 

2 8.393 𝑟2
2 = [212.5,0,135]𝑇 

3 2.275 𝑟3
3 = [206.25,0,17.5]𝑇 

4 1.219 𝑟4
4 = [0,0, −2.5]𝑇 

5 1.219 𝑟5
5 = [0,0, −2.5]𝑇 

6 0.1879 𝑟6
6 = [0,0, −17.5]𝑇 

 

进一步，计算各连杆的转动惯量，同样的它们的转动惯量也是在自身坐

标系中的表示： 

𝐼1 = [
0.0084 0 0
0 0.0064 0
0 0 0.0084

] , 𝐼2 = [
0.0078 0 0
0 0.2100 0
0 0 0.2100

] 

𝐼3 = [
0.0016 0 0
0 0.0462 0
0 0 0.0462

] , 𝐼4 = [
0.0016 0 0
0 0.0016 0
0 0 0.0009

] 

𝐼5 = [
0.0016 0 0
0 0.0016 0
0 0 0.0009

] , 𝐼6 = [
0.0001 0 0
0 0.0001 0
0 0 0.0001

] (2-49) 

2.5.2 自主研发机械臂运动学建模 

如图 2-9所示，分别为第一代实验室自主研发的机械臂实物图和solidworks

三维模型。其形状与 UR5 机械臂差异很大，但是其拓扑结构与 UR5 相同，对其进

行运动学建模与 UR5 非常类似，本小节将忽略部分运动学公式的推导，包括齐次

变换矩阵，雅可比矩阵，与 UR5 不同处将会详细介绍。 
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实物图 模型图
 

图 2-9 自主研发机械臂 

同样的，首先对该机械臂进行 D-H 分析，如图 2-10 所示，按照 D-H 公约建

立了机械臂各连杆的坐标系，表 2-4 给出相对应的 D-H 参数。 

 

图 2-10 自主研发机械臂 D-H 坐标系建立 

表 2-4 自主研发机械臂 D-H 参数 

Link 𝒂𝒊(𝒎) 𝛂𝒊(𝒓𝒂𝒅) 𝒅𝒊(𝒎) 𝜽𝒊(𝒎) 

1 0 π/2 0.1835 𝑞1 

2 -0.43 0 0 𝑞2 

3 0 π/2 0 𝑞3 

4 0 −π/2 0.4253 𝑞4 

5 0 π/2 0 𝑞5 

6 0 0 0.114 𝑞6 
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得到了该机械臂的 D-H 参数，那么推导齐次变换矩阵以及雅可比矩阵的过程

与 UR5 完全相同，这里不再赘述，直接计算机械臂各连杆的质量以及转动惯量。

仍然将机械臂各连杆的几何中心近似为质心的位置，这样除去电机和减速器的质

量后，可以计算出各连杆的质量如图 2-11 中的 𝑚1, … ,𝑚6。表 2-5 给出了机械

臂除去电机和减速器后的连杆质量以及各质心的位置向量。其中 Weight 的单位

为 𝑘𝑔，Mass center 的单位为𝑚𝑚。 

M1=3.888kg

M2=6.48kg

M3=2.6kg

M4=5.67kgM5=1.51kgM6=0.529kg

 

图 2-11 自主研发机械臂连杆质量 

 

表 2-5 自主研发机械臂两岸质量和质心位置 

Link Weight(kg） Mass center (mm) 

1 3.888 𝑟1
1 = [0,0,0]𝑇 

2 6.48 𝑟2
2 = [215,0,175]𝑇 

3 2.6 𝑟3
3 = [202,0,15]𝑇 

4 5.67 𝑟4
4 = [0,0, −2.5]𝑇 

5 1.51 𝑟5
5 = [0,0,−2]𝑇 

6 0.529 𝑟6
6 = [0,0, −15.5]𝑇 

 

该机械臂关节 𝑗1, … , 𝑗4 用的是台达 ADS-AZ-0421，𝑗5, 𝑗6 使用 ADS-AZ-0121，

机械臂连杆外壳质量加上电机和减速器的质量后总质量为 𝑀 = 30.277𝑘𝑔。 

该机械臂的转动惯量计算出来是： 
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𝐼1 = [
0.0121 0 0
0 0.0074 0
0 0 0.0121

] , 𝐼2 = [
0.0092 0 0
0 0.3200 0
0 0 0.3200

] 

𝐼3 = [
0.0037 0 0
0 0.0552 0
0 0 0.0552

] , 𝐼4 = [
0.0018 0 0
0 0.0018 0
0 0 0.0011

] 

𝐼5 = [
0.0018 0 0
0 0.0018 0
0 0 0.0011

] , 𝐼6 = [
0.0001 0 0
0 0.0001 0
0 0 0.0001

] (2-50) 

2.6 机械臂工作空间及可操作性 

2.6.1 工作空间定义 

对于给定的机械臂，机器人运动学的一个主要问题是计算其末端可以达到的

所有位姿，这些所有位姿的集合通常被称为工作空间。大量的文献描述工作空间

应用于机制设计、路径规划，机器人任务执行[ 2 ]-[ 9 ]等研究方向。机械臂的工作

范围即其末端可达的空间位置。假设 𝑛 自由度机械臂工作空间用 𝑊(𝑃) 标记，

那么各关节变量 𝑞𝑖 与工作空间的映射关系可表示为： 

𝑊(𝑃) = {𝑃(𝑞): 𝑞 ∈ 𝑄}                    (2-51) 

式中 𝑞 = [𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛]
𝑇，𝑄 为关节约束空间，根据机械臂自身结构、关节

传动系统选择、工作环境以及应用场景的不同，各类机械臂的关节约束也不同： 

𝑄 = {𝑞|𝑞𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑞𝑖 ≤ 𝑞𝑖

𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛}           (2-52) 

这里 𝑞𝑖
𝑚𝑖𝑛 和 𝑞𝑖

𝑚𝑎𝑥 分别表示第 𝑖 个关节的最小和最大的角度值。已经知

道机械臂末端所能达到的所有位姿即为工作空间，那么根据关节变量和末端的映

射关系以及各关节的约束，可以将工作空间进一步表示为： 

𝑊(𝑃) = {

𝑃𝑥(𝑞𝑖)
𝑃𝑦(𝑞𝑖)

𝑃𝑧(𝑞𝑖)

, 𝑞𝑖
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑞𝑖 ≤ 𝑞𝑖

𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛       (2-53) 

2.6.2 工作空间求解 

工作区的求解非常重要，它直接影响到机械臂的运动和协作能力。精确的计

算工作空间及其包络对于机械臂设计至关重要。工作空间的包络取决于关节的类
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型、关节运动范围和连杆长度。具有旋转关节的机械臂在工作空间中心区域的运

动通常比在边界的运动更为灵巧。下面分别用蒙特卡洛法和 MATLAB 机器人工具

箱法来计算机械臂的工作空间。 

蒙特卡洛方法是一个简单的数值方法，用于解决许多数学，物理和工程问题。

它随机抽取系统的变量，并通过采样变量得到系统的输出。详细的描述和数学证

明在以前的研究中给出。结合该方法计算速度快的特点，运用到串联型机械臂工

作空间求解非常有效，对于关节角度的范围约束没有限制，其具体步骤如下: 

① 给定初始参数，根据前文中提到的运动学方法，求出机械臂末端在基座

坐标系中的位置向量。 

② 随机采样。利用随机函数 𝑅𝑎𝑛𝑑(𝑗) 产生 𝑁 个 (0 − 1) 之间的随机数，

每次采样的步长也是随机的，由 (𝑞𝑖
𝑚𝑎𝑥 − 𝑞𝑖

𝑚𝑖𝑛)𝑅𝑎𝑛𝑑(𝑗) 决定，其中 𝑞𝑖
𝑚𝑖𝑛 和 

𝑞𝑖
𝑚𝑎𝑥 分别为第 𝑖 个关节的角度下限和上限，则每次抽样机械臂各关节的角度变

量值为： 

𝑞𝑖 = 𝑞𝑖
𝑚𝑖𝑛 + (𝑞𝑖

𝑚𝑎𝑥 − 𝑞𝑖
𝑚𝑖𝑛)𝑅𝑎𝑛𝑑(𝑗), 𝑖 = 1,2, … , 𝑛; 𝑗 = 1,2, … ,𝑁  (2-54) 

③ 在第 ② 步中得到了 𝑁 组机械臂角度变量值，将其带入正运动学方程

中，求解出 𝑁 组机械臂末端在基座坐标系中的位置向量 (𝑜𝑗
𝑥, 𝑜𝑗

𝑦
, 𝑜𝑗
𝑧)𝑇,𝑁 的取

值越大越能反应真实的工作空间。 

④ 将第 ③ 步中得到的位置向量在三维坐标系中表示出来，就得到了工作

空间点云图。 

例如，以 UR5 为例，给出机械臂各关节变量的约束范围，如表 2-5 所示 

表 2-6 UR5 关节约束 

 

利用蒙特卡洛法对其工作空间进行仿真求解，取 𝑁 = 10000，则求得的末

端位置向量为 10000 个，可得该机械臂工作空间如图 2-12(a)所示，其中(b)(c)(d)

分别为 𝑥𝑜𝑦, 𝑦𝑜𝑧 和 𝑥𝑜𝑧 平面上的投影。 
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图 2-12 UR5 机械臂工作空间 

接下来，利用第二种方法来获得机械臂工作空间，即机器人工具箱（RTB）

法，首先对这个工具箱做一个简单的介绍，机器人工具箱是 MATLAB 工具箱软

件[14]，软件免费，但需要专有的 MATLAB 环境，提供了多种函数模拟移动机器

人和机械臂。利用改工具包可以创建任意的串联机械臂，并使用工具箱提供正逆

运动学函数和动力学函数。其中中包含操纵和转换数据类型，如向量、齐次变换、

欧拉角表示以及单位四元数均是表示三维位置和方向的必须数据类型。 

仍然以 UR5 为例，首先利用工具箱创建 UR5 机械臂模型，根据 D-H 参数定

义机械臂的各连杆，利用 SerialLink 函数创建机械臂，如图 2-13(a)是 UR5 机械

臂在某个姿态的三维显示。使用 fkine 正运动学函数求解机械臂末端的位置向量，

可以画出机械臂的工作空间，然后利用 surf 函数画出工作空间的边界，如图 2-

13(b)显示出机械臂工作空间的最里层和最外层。 
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（a）                                   （b） 

图 2-13 UR5 在机器人工具箱建模及工作空间 

 

2.7 可操作性 

如果一个设计师要研究机器人的运动学性能，那么可操作性的分析，是机械

臂功能参数中必不可少的一个。事实上，可操作性的概念对于机械臂的设计产生

重要的影响，因为它描述了机械臂的运动学性能指标，可以通过优化该指标来进

一步优化机械臂的尺寸参数。 

2.7.1 运动学奇异点 

最早关于可操作性的描述是由一个重要的机器人专家 Tsuneo Yoshikawa 提

出[16]。Yoshikawa 的工作给对可操作性的了解提供了基础，并且留下了很多关于

机器人不同可操作性指标经典文献。在描述如何计算可操作性值之前，首先来看

看运动学奇异点。 

在关节空间存在某些点，使得运动学雅可比 𝐽 的秩降低。这些点被称为奇

异点，并且运动被限制到更低维。例如对于一个平面机械臂的运动，在这些点会

减少到只有一个维度。在奇异点附近时，末端在工作空间中一个小的速度会导致

关节空间中非常大的速度[15]，这在现实中是不可取的。前文中已经讨论了雅可

比矩阵将关节空间的速度映射到末端笛卡尔空间的速度： 

𝑣 = 𝐽(𝑞)𝑞̇                          (2-55) 
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其中 𝑣 表示末端在笛卡尔空间中的速度，𝑞̇ 表示关节空间中的速度，假设

雅可比矩阵 𝐽(𝑞) 是可逆非奇异的，则式（2-55）可表示为： 

𝑞̇ = 𝐽(𝑞)−1𝑣                         (2-56) 

将关节速度集归一化： 

𝑞̇𝑇𝑞̇ = 1                           (2-57) 

上式方程实际上表示在关节空间中 𝑛 维超球面的表面。可以进一步改写为： 

𝑣𝑇(𝐽(𝑞)𝐽(𝑞)𝑇)−1𝑣 = 1                     (2-58) 

式（2-58）的解表示在末端笛卡尔速度空间中 𝑛  维椭球面上的点。如果这

个椭球接近球形，如图 2-14（a），也就是说，它的半径是相同的量级，那么末端

可以实现任意笛卡尔速度。然而，如果一个或多个半径是非常小的如图 2-14(b)，

这表明末端执行器在那些小半径的方向不能实现想要达到的速度。 

 

图 2-14 可操作性椭球 

为了避免奇异点，我们希望椭球尽可能的接近球型。这时候就要引入可操作

性的指标，下面小节将会详细介绍。 

2.7.2 可操作性椭圆 

可以使用不同观点解决可操作性研究，其中最常用的一种是考虑运动学可操

作性和动力学可操作性。在本文中，主要讨论运动学部分。 

可操作性可以被认为是求解在 𝑛 维笛卡尔空间的椭球，其几何定义是求解
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下面方程： 

√𝑞1̇
2(𝑡) + 𝑞2̇

2(𝑡)+,… ,+𝑞𝑛̇
2(𝑡) ≤ 1            (2-59) 

这个方程表示每个关节可以达到的所有速度集，并且 𝑞̇(𝑡) 的二范数是不超

过单位 1 的。这个初始的假设有助于建立一个度量的标准，使得各种机械臂可以

相互比较了。从这个不等式可以观察到末端在椭圆的长轴方向具有更好的运动能

力。此外，在短轴方向，末端具有较差的运动能力。这个椭球面象征着操作能力，

如图 2-15。这个椭球被称为 Manipulability Ellipsoid。 

 

图 2-15 可操作性椭球 

雅可比矩阵的一般形式表示： 

𝑣(𝑡) = 𝐽(𝑞)𝑞̇(𝑡)                     (2-60) 

其中，𝑣(𝑡) = [𝑥̇(𝑡), 𝑦̇(𝑡), 𝑧̇(𝑡), 𝜙̇(𝑡), 𝜃̇(𝑡), 𝜓̇(𝑡)] 表示末端在笛卡尔空间的速

度向量，𝜔(𝑡) = [𝑞1̇(𝑡), 𝑞2̇(𝑡), … , 𝑞𝑛̇(𝑡)] 表示关节空间的速度向量，运动学可操作

性可以定义为满足下式的速度矢量： 

𝑣(𝑡)𝑇𝐽(𝑞)−𝑇𝐽(𝑞)−1𝑣(𝑡) ≤ 1               (2-61) 

不难看出，要想满足上式，则雅可比矩阵 𝐽(𝑞) 必须是可逆的方阵，假设机

械臂的自由度小于六，那么上式不满足条件，这时候就有必要用伪逆的形式来描

述。常用的是利用奇异值分解（SVD）来计算可操作性椭圆。式（2-62）是式（2-

61）的一种替代来计算 𝑣(𝑡)，这是需要一种分解的雅可比矩阵形式，见式（2-63）： 

𝑈 ∙ 𝐽(𝑞)−𝑇 ∙ Σ ∙ 𝑉𝑇 ≤ 1                     (2-62) 

[𝑈 𝐷 𝑉] = 𝑆𝑉𝐷(𝐴), 𝐴′ = 𝑈𝐷𝑉𝑇 

= [

𝑢11, … , 𝑢1𝑛
𝑢21, … , 𝑢2𝑛

⋮
𝑢𝑛1, … , 𝑢𝑛𝑛

] [

𝜎11, 0, … ,0
0, 𝜎22, … ,0

⋮
0,0, … , 𝜎𝑛𝑛

] [

𝑣11, … , 𝑣1𝑛
𝑣21, … , 𝑣2𝑛

⋮
𝑣𝑛1, … , 𝑣𝑛𝑛

]

𝑇

= ∑ 𝜎𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖𝑣𝑖

𝑇    (2-63) 
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其中 𝐷 是一个对角的方阵，对角线的 𝜎11, 𝜎22, … , 𝜎𝑛𝑛 是非负实数，被称为

矩阵的奇异值。可操作性椭圆的轴为 𝜎1𝑢1, 𝜎2𝑢2, … , 𝜎𝑛𝑢𝑛，其中 𝑢𝑖 表示 𝑈 的第  

𝑖 个奇异向量，如图 2-16。 

 

图 2-16 奇异值分解方法 
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第 3 章 机械臂优化问题描述 

3.1 引言 

机器人的优化设计与工业机器人紧密联系在一起，并在现实生活中的有许多

应用。根据不同的应用场景，或者不同性能指标的机械臂而言，往往需要优化的

目标也不相同，如何选择优化目标也成为机械臂优化研究非常重要的一环。对于

机械臂的优化设计通常从能耗、重量、模块化、可操作性、灵巧性、末端精确度

和准确度等几个方面考虑，这些优化目标有些是相互关联，有些是相互冲突，例

如能耗和质量就一对相互冲突的目标。本文从机械臂运动学和动力学两个角度选

择待优化的目标，即从正运动角度选取可操作性作为目标之一，从动力学角度选

取机械臂总质量作为另一个目标。可操作性描述机械臂在工作空间中运动的流畅

程度，而总质量影响机械臂各关节的扭矩。不难发现与这两个目标相关的机械臂

变量为机械臂的几何参数变量以及关节传动系统参数变量，另外对于一个多目标

的机器人优化设计问题往往伴随着若干的约束条件，在本文研究的内容中也不例

外，如果选择可操作性和重量作为两个优化目标，则几何参数变量必须满足某些

几何参数的约束，传动系统参数必须满足关节间扭矩转速等的约束，可见对于机

械臂优化设计问题是由设计变量，目标函数和约束条件三个部分组成，在本节也

是从这三个方面一一叙述，在下文中会将描述的问题转化为详细的数学表达式。 

3.2 设计变量 

对于常见的机械臂优化设计目标而言，几乎都与机械臂的结构和传动系统有

关，而机械臂的结构可以理解为它的几何参数，传动系统由电机和减速器组成，

而电机和减速器的型号决定了传动系统的参数。因此，本文就是从这两个方面来

设计变量，选定机械臂几个关键的几何参数以及电机减速器的型号作为决策变量，

下面将会有详细的描述。 
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3.2.1 几何变量设计 

首先，设计机械臂几何参数。机械臂的结构参数经常会集成优化方法进行优

化。对于 UR5 机械臂而言，发现连杆 𝑙𝑖𝑛𝑘2 和 𝑙𝑖𝑛𝑘3 的长度对于机械臂末端的

空间影响最大，其长短很大程度影响了机械臂的工作空间，如图 3-1，连杆 2 和

3 的长度用 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ1 和 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ2 表示，另一方面连杆 2 和 3 的质量占机械臂总

重量同样很重，假设在连杆材料密度一定时，满足机械臂性能情况下，希望连杆

2 和 3 的体积越小越好，一是节约成本，最重要的是符合轻质化设计的要求。要

想体积更小，那就需要将连杆的内外径或者说壁厚设置为设计变量，为了减少决

策变量的个数，这里选取壁厚作为变量，图 3-1 中连杆 2 和 3 的壁厚分别用 𝑡1 

和 𝑡2 表示。为了满足装配关系，我们将 UR5 连杆 2 和 3 的外径设置为固定值，

为 UR5 原有的尺寸。 

Link 1

Link 2

Link 3

Link 4

Link 5

Link 6

 

图 3-1 UR5 几何参数设置 

若用 𝑥𝑖 表示决策变量，则令： 

𝑥1 = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ1, 𝑥2 = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ2, 𝑥3 = 𝑡1, 𝑥4 = 𝑡2          (3-1) 

对于自主研发的机械臂而言，采用同样的办法进行几何变量设计，如图 4-

2，该机械臂连杆形状与 UR5 有很大的差异，但是相同点在于，它的连杆 2 和

3 的几何参数对于机械臂的工作空间及总重量影响很大，因此仍然是将它的两
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个主要连杆的几何参数作为决策变量，分别是连杆 2 和 3 的长度和壁厚，假设

是对该机械臂进行优化设计时，同样决策变量： 

𝑥1
′ = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ1, 𝑥2

′ = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ2, 𝑥3
′ = 𝑡1, 𝑥4

′ = 𝑡2          (3-2) 

注意这里的决策变量加了上标，仅仅是为了区别与 UR5，在后面对两个机

械的优化中，决策变量均是用 𝑥𝑖 表示。 

 

 

图 3-2 自主研发机械臂几何参数设置 

3.2.2 传动系统参数设计 

传统的机械臂设计中，设计者往往会根据经验来选择关节处的电机和减速器

来满足机械臂的性能，例如机械臂末端负载，末端最大运动速度，关节最大运动

速度等。通常是电机的质量越大，其可以提供的扭矩力，转速相应更大，因此，

为了满足机械臂设计时的性能指标，不得不选取功率大，重量大的电机和减速器。

试想，利用优化方法使得在满足性能指标的条件下选取更轻质的电机和减速器，

无疑降低了设计成本以及满足了轻质化的需求。因此本文的研究将传动系统中电

机和减速器的型号作为设计变量。无论是对于 UR5 还是自主研发的机械臂而言，

传动系统都会被考虑，所以在这里不再分开列举各自关于电机和减速器的设计变

量，而是综合在一起考虑。 

在 4.2.1 中用 𝑥1, … , 𝑥4 表示了机械臂几何方面的设计变量，UR5 或者自主
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研发的机械均是 6自由度，有 6个旋转关节，每个关节分别都包含一个电机和一

个减速器，如果是将电机或者减速器基本参数作为设计变量，那么总的设计变量

数非常多，对于优化计算是一个不利的信息，为了解决这个问题，本文是将电机

和减速器的型号作为设计变量，因为一旦型号确定后，那么电机或者减速器相对

应的基本参数同样确定了。这样一共只需要 12 个变量来表示传动系统参数，其

中 6个表示各关节电机的型号，另外 6个表示各关节减速器的型号。用 𝑥5, … , 𝑥10

分别表示从关节 𝑗1 到关节 𝑗6 的电机型号变量，用 𝑥11, … , 𝑥16分别表示从关节 

𝑗1 到关节 𝑗6 的减速器型号变量。则有： 

𝑥𝑖+4 = 𝑢𝑖
𝑚, 𝑥𝑖+10 = 𝑢𝑖

𝑔
, 𝑖 = 1,2, … ,6           （3-3） 

其中 𝑢𝑖
𝑚 和 𝑢𝑖

𝑔
 分别表示第 𝑖 个关节电机和减速器的型号。 

3.3 优化目标 

3.3.1 重量最轻 

在不同的应用场景中，对机械臂的性能有不同的要求，但是都是要追求低功

耗和较高的负载/自重比。如果在满足末端负载的情况下，尽可能的减小机械臂

自身结构重量无疑是更好的选择。近年来出现了许多机械臂加移动平台的研究及

应用，在这样的情况下，需要电机功率要尽量小，这样可以减小移动平台及机械

臂的能耗，有效降低运载成本，且有利于提高机械臂的安全性。另外，从控制角

度分析，机械臂在已知的环境中工作，从事重复的操作，只对其定位精度和重复

定位精度有较高的要求，假设需要在未知环境中作业，无法获取相对的自身的精

确定位，这时不能仅仅依赖于高的定位精度，轻型机械臂能更精细化的控制则体

现出优势。从人机协作的角度分析，机械臂需要与环境或者人发生交互作用，对

感知和控制能力有更高的要求。从以上描述的几个方面来看，机械臂轻质化的研

究非常必要。因此本文归结的一个重要的优化目标就是机械臂总的质量。 

机械臂的总质量可以分为两个部分组成，分别是连杆外壳的重量和关节处电

机和减速器的重量，这两者都占有非常大的比重。连杆外壳的重量根据机械臂结

构参数和材料计算得出，电机减速器重量根据选择的型号而确定。那么总质量优
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化目标可表示为： 

𝑓1𝑥  
𝑚𝑖𝑛 (𝑥) = 𝑚𝑏𝑜𝑑𝑦 + ∑ {𝑚𝑚(𝑢𝑖

𝑚) + 𝑚𝑔(𝑢𝑖
𝑔
)}6

𝑖=1         （3-4） 

其中 𝑚𝑏𝑜𝑑𝑦 表示机械臂连杆外壳的总重量，在上一小节中已经知道 𝑢𝑖
𝑚 和 

𝑢𝑖
𝑔
 分别表示第 𝑖 个关节电机和减速器的型号，这里 𝑚𝑚(𝑢𝑖

𝑚) 表示第 𝑖 个关节

对应型号的电机的质量，同理 𝑚𝑔(𝑢𝑖
𝑔
) 表示第 𝑖 个关节对应型号的减速器的质

量。 

3.3.2 可操作性最大 

随着机械臂的应用越来越广泛，其任务要求不断提高，为满足机械臂执行多

任务的要求，机械臂必须具有更好的通用性。而可操作性是反映机器人在某位姿

的灵活性的一个指标,它可以恰当表达对于输出关节角度和姿态控制的灵敏度。

如果一个设计师要研究机器人的运动学性能，那么可操作性的分析显得尤为重要。

因此，本文选择可操作性作为机械臂优化设计第二个重要的优化目标。可操作性

的计算是针对机械臂处在某个位姿的计算，如果仅仅计算单一位姿时的可操作性，

因为这样体现不出机械臂在整个工作空间的灵活性。因此，本文是从全局可操作

性出发，在整个机械臂工作空间内设置特定的末端轨迹，使末端尽可能的在工作

范围内运动，在设定的轨迹上选择若干个位姿点，计算每个点上的可操作性，分

析综合的可操作性，详细介绍见下文。 

可操作性的计算基于雅可比矩阵 𝐽(𝑞)，具体如下： 

𝜇(𝑞) = √det (𝐽(𝑞)𝐽(𝑞)𝑇)                 （3-5） 

可操作性的值并非定值,取决于其在工作空间内的具体位置。综合任务空间

内所有局部可操作性才能得到需要的全局可操作性指数。首先定义整个工作空间

内可操作性的均匀性： 

𝑈 =
𝜇(𝑞)𝑖

𝜇(𝑞)𝑚𝑎𝑥
, 𝑖 = 1,2, … ,𝑀                 （3-6） 

其中 𝑀 表示在任务路径上选取的位置点数，𝜇(𝑞)𝑖 表示在第 𝑖 个点时的可

操作性数值，𝜇(𝑞)𝑚𝑎𝑥 表示在 𝑀 点上可操作性最大的值，这样 𝑈 就可以表示

在整个任务空间中可操作性的均匀性。因此关于可操作性的全局性能指标可以表



汕头大学硕士学位论文  第 3章 机械臂优化问题描述 

37 

 

示为： 

𝑓(𝑞) =
1

𝑀
∑

√𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑖(𝑞)𝐽𝑖(𝑞)
𝑇)

 𝜇(𝑞)𝑚𝑎𝑥

𝑀
𝑖=1                （3-7） 

其中 𝜇(𝑞)𝑚𝑎𝑥 为： 

𝜇(𝑞)𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥 (√det((𝐽1(𝑞)𝐽1(𝑞)
𝑇) , … ,√det ((𝐽𝑀(𝑞)𝐽𝑀(𝑞)

𝑇))  （3-8） 

全局可操作性指标 𝑓(𝑞) 越大越好，优化问题是对其的最大化，为了与重量

最小化问题相一致，可以通过取反，求其最小化问题，综上所述，关于可操作性

的目标函数可以表示为： 

 𝑓2𝑥  
𝑚𝑖𝑛 (𝑥) = −

1

𝑀
∑

√𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑖(𝑥)𝐽𝑖(𝑥)
𝑇)

𝑚𝑎𝑥 (√det((𝐽1(𝑥)𝐽1(𝑥)
𝑇) , … ,√det ((𝐽𝑀(𝑥)𝐽𝑀(𝑥)

𝑇))

𝑀

𝑖=1

 

（3-9） 

3.4 约束条件 

3.4.1 传动系统建模 

机械臂设计优化中传动系统设计是一项复杂的任务。我们的目标推导出参数

模型获得所有关心的属性的设计变量的函数。机械臂的优化工作中提出的一种方

法是将机电一体化系统是作为一个整体，并从所有涉及工程领域方面的考虑。在

3.2 节中已经讨论了将电机和减速器型号作为设计变量，这恰好是离散的问题。

对于串联型机械臂，一个电机的质量特性直接影响扭矩要求，连续的方法并不适

合处理这类问题。为了使得我们的优化在达到优化目标的同时，要满足机械臂各

关节扭矩转速是符合现有电机和减速器的参数。这样的背景下，我们将传动系统

中的参数作为约束条件，具体叙述如下。 

 

图 3-3 传动系统 
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为了确定传动系的组成部分，有必要分析减速器和电机上的扭矩。假设电机

和减速器之间是刚性连接的，那么电机所需的转矩 𝑇𝑚 可表示为： 

𝑇𝑚 = (𝐽𝑚 + 𝐽𝑔 + 𝐽0)𝑞̈𝑙 ∙ 𝜎 +
𝑇𝑙

𝜎
+ 𝑇𝑓𝑟𝑖𝑐          （3-10） 

其中 𝐽𝑚 表示电机转子的转动惯量，𝐽𝑔 表示减速器的转动惯量，𝐽0 表示系

统中其他的转动惯量，𝜎 表示传动比，𝑞̈𝑙 表示减速器输出的角加速度，𝑇𝑙 是施

加的负载扭矩，𝑇𝑓𝑟𝑖𝑐 是克服电机和减速器之间摩擦所需的扭矩。 

对于电机必须要关注三个方面的标准。首先，需要持续的连续转矩要求，为

了防止电枢在运行过程中烧毁。电机的连续转矩额定值必须高于工作周期内的均

方根（rms）转矩。此外，负载曲线的最大转矩必须低于或等于电机的额定峰值

扭矩。最后，关节的极限速度必须高于或等于负荷曲线所要求的最高速度。 

电机所需转矩的均方根为： 

𝑇𝑚,𝑟𝑚𝑠 = √
1

𝜏
∫ 𝑇𝑚

2𝑑𝑡
𝜏

0
                 （3-11） 

其中 𝜏 表示完成负载周期的时间，将式（3-10）带入式（3-11）中得到了关

于电机额定转矩的约束条件： 

𝑇𝑚,𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑 ≥ √
1

𝜏
∫ ((𝐽𝑚 + 𝐽𝑔 + 𝐽0)𝑞̈𝑙 ∙ 𝜎 +

𝑇𝑙

𝜎
+ 𝑇𝑓𝑟𝑖𝑐)

2

𝑑𝑡
𝜏

0
    （3-12） 

第二个约束是在负载周期时，最大转矩必须低于电机的峰值扭矩额定值 

𝑁𝑚
𝑚𝑎𝑥： 

𝑇𝑚
𝑚𝑎𝑥 ≥ |(𝐽𝑚 + 𝐽𝑔 + 𝐽0)𝑞̈𝑙 ∙ 𝜎 +

𝑇𝑙

𝜎
+ 𝑇𝑓𝑟𝑖𝑐|        （3-13） 

此外，电机允许最大转速 𝑁𝑚
𝑚𝑎𝑥 必须高于或等于在负载周期内的最大转速： 

𝑁𝑚
𝑚𝑎𝑥 ≥ max {2𝜋|𝑞̇𝑙|𝜎}                （3-14） 

同样的，减速器允许最大输入转速 𝑁𝑔
𝑚𝑎𝑥 必须高于或等于在负载周期内的

最大转速： 

𝑁𝑔
𝑚𝑎𝑥 ≥ max {2𝜋|𝑞̇𝑙|𝜎}                （3-15） 

分析了传动系统必须具备的关于转矩和转速的约束后，现在要设计机械臂优

化的约束，对于 6自由度的机械臂而言，其对应各关节处的约束条件为： 
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{
 
 
 

 
 
 
𝑇𝑚,𝑖 ≥ √1

𝜏
∫ ((𝐽𝑚(𝑥)+ 𝐽𝑔(𝑥)) 𝑞̈𝑖(𝑥) ∙ 𝜎 +

𝜏(𝑡,𝑥)

𝜎
)

2

𝑑𝑡
𝜏
0

𝑇𝑚,𝑖
𝑚𝑎𝑥 ≥ |(𝐽𝑚(𝑥)+ 𝐽𝑔(𝑥)) 𝑞̈𝑖(𝑥) ∙ 𝜎 +

𝜏(𝑡,𝑥)

𝜎
|         

𝑁𝑚,𝑖
𝑚𝑎𝑥 ≥ max{2𝜋|𝑞̇𝑖|𝜎}                        

𝑁𝑔,𝑖
𝑚𝑎𝑥 ≥ max{2𝜋|𝑞̇𝑖|𝜎}                        

   （3-16） 

其中 𝑖 = 1,2, … ,6,分别代表机械臂的6个关节，因此一共有24个约束条件。 

3.5 本章小结 

本章主要的任务是归结优化问题，最终选取机械臂总重量和可操作性作为优

化目标，选取机械臂的几何参数变量个传动系统参数变量作为设计变量，将传动

系统转矩和转速等条件作为约束。最后本文研究的优化问题可以归结为： 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓1𝑥  

𝑚𝑖𝑛
(𝑥) = 𝑚𝑏𝑜𝑑𝑦+∑{𝑚𝑚(𝑢𝑖

𝑚)+𝑚𝑔(𝑢𝑖
𝑔
)}

6

𝑖=1

                       

𝑓2𝑥  

𝑚𝑖𝑛
(𝑥) = −

1

𝑀
∑

√𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑖(𝑥)𝐽𝑖(𝑥)
𝑇
)

𝑚𝑎𝑥 (√det ((𝐽1(𝑥)𝐽1(𝑥)
𝑇
) , … ,√det ((𝐽𝑀(𝑥)𝐽𝑀(𝑥)

𝑇
))

𝑀

𝑖=1

𝑥 = [𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ1, 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ2, 𝑡1, 𝑡2, 𝑢𝑚, 𝑢𝑔]                             
𝑆. 𝑇                                                                

𝑇𝑚,𝑖 ≥ √
1
𝜏
∫ ((𝐽𝑚(𝑥)+ 𝐽𝑔(𝑥)) 𝑞̈𝑖(𝑥) ∙ 𝜎 +

𝜏(𝑡, 𝑥)

𝜎
)

2

𝑑𝑡
𝜏

0
                

𝑇𝑚,𝑖
𝑚𝑎𝑥 ≥ |(𝐽𝑚(𝑥)+ 𝐽𝑔(𝑥)) 𝑞̈𝑖(𝑥) ∙ 𝜎 +

𝜏(𝑡, 𝑥)

𝜎
|                         

𝑁𝑚,𝑖
𝑚𝑎𝑥 ≥ max{2𝜋|𝑞̇𝑖|𝜎}                                          

𝑁𝑔,𝑖
𝑚𝑎𝑥 ≥ max{2𝜋|𝑞̇𝑖|𝜎}                                          

 

（3-17） 

其中 𝑖 = 1,2, … ,6。 
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第 4 章 约束多目标进化算法优化结果及分析 

4.1 实验设计 

机械臂的设计优化问题是一个带约束的多目标优化问题，本文将使用改进的

约束多目标进化算法对于第三章中归结的优化问题进行优化，分别采用

MOEAD-CDP、MOEAD-ACDP 和 MOEAD-IEps 对 UR5 和实验室自主研发的两

个机械臂进行优化，最后是对优化结果的分析，以及利用最优解设计出新的机械

臂模型。 

接下来来设计实验，第三章已经描述了本研究选择的两个目标函数分别是机

械臂的总质量和可操作性。设计变量包括机械臂的基本几何尺寸和关节电机和减

速器的型号。因此，在实验之前要给出设计变量的变化范围，为了保证机械臂的

工作空间范围，如图 3-1 中，对于 UR5 的几何参数，限定其范围为𝑥1 ∈

[0.3m, 0.8m], 𝑥2 ∈ [0.3m, 0.8m], 𝑥3 ∈ [0.01m, 0.1m], 𝑥4 =∈ [0.01m, 0.1m]；如图 3-

2 中，对于实验室自主研发的机械臂的几何参数，限定其范围为 𝑥1 ∈

[0.3m, 1m], 𝑥2 ∈ [0.3m, 1m], 𝑥3 ∈ [0.01m, 0.08m], 𝑥4 =∈ [0.01m, 0.1m]；对于两种

机械臂的关节变量，可以同意给定范围，即同一候选电机和减速器型号范围，最

终选定为高精度 Maxon 电机[44]和 Harmonic 减速器[45],即 𝑥5, … , 𝑥10 的取值范围

见表 4-1 所示的候选电机，𝑥11, … , 𝑥16 的取值范围见表 4-2 所示的候选减速器，

其中 𝑇𝑚, 𝑇𝑚
𝑚𝑎𝑥, 𝑇𝑔, 𝑇𝑔

𝑚𝑎𝑥 的单位为 Nm，𝑁𝑚
𝑚𝑎𝑥 和 𝑁𝑔

𝑚𝑎𝑥 单位为𝑟𝑝𝑚，𝐽𝑚 和 𝐽𝑔 

单位为 𝑘𝑔𝑚2，𝑚𝑚 和 𝑚𝑔 单位为 𝑘𝑔。 
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表 4-1 候选电机型号及参数 

电机型号 𝑻𝒎 𝑻𝒎
𝒎𝒂𝒙 𝑵𝒎

𝒎𝒂𝒙 𝑱𝒎 𝒎𝒎 

ECi 40 0.0667 1.81 15000 2.42e-6 0.21 

EC 32 0.0426 0353 25000 2e-6 0.27 

RE 35 0.0965 0.967 12000 6.74e-6 0.34 

EC 40 0.127 0.94 18000 8.5e-6 0.39 

E 40 0.184 2.5 12000 1.38e-5 0.48 

EC 40 0.165 2.66 18000 5.38e-6 0.58 

EC 52 0.366 15 6000 1.41e-5 0.82 

EC 45 0.186 0.872 15000 1.19e-5 0.85 

RE 50 0.405 8.9 9500 5.60e-5 1.1 

DBL11X0010 0.1 0.425 6000 0.06e-4 0.37 

DBL11X0020 0.2 0.924 6000 0.12e-4 0.45 

DBL2H00040 0.4 1.716 4500 0.08e-4 1.06 

DBL2H00060 0.6 2.58 4500 0.11e-4 1.21 

DBL2H00080 0.8 3.551 4500 0.13e-4 1.36 

DBL3H00065 0.65 2.76 3000 0.5e-4 1.75 

DBL3H00130 1.3 5.8656 3000 0.8e-4 2.25 

BDK4H00100 1.0 5.94 3000 0.79e-4 2.6 

BDK4H00160 1.6 10.033 3000 1.28e-4 2.6 

DBL3H00250 2.5 10.79 3000 1.4e-4 3.2 

DBL4H0026 2.6 15.687 3000 2.1e-4 4.5 

BDK5H00210 2.1 9.412 3000 4.13e-4 5.0 

DBL4H00530 5.3 32.39 3000 2.8e-4 5.6 

BDK5H00430 4.3 21.58 3000 5.78e-4 6.8 

DBL4H00750 7.5 45.152 3000 4.3e-4 7.7 

DBL5H01050 10.5 52.614 3000 8.1e-4 10.0 

DBL5H01350 13.5 67.47 3000 9.1e-4 11.2 

DBL5H01700 17.0 85.002 3000 11.3e-4 13.7 
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表 4-2 候选减速器型号及参数 

 

  

另外，见式（3-17）中目标函数中可操作性的求解是从全局的角度来考虑，单一

机械臂位姿的可操作性并不能说明机械臂在工作空间的灵活性，因此在本文中是

在机械臂工作空间中设置一个末端圆周运动的轨迹，如图 4-1 中为 UR5 工作空间

中选取了一条轨迹，轨迹可表示为： 

{
0.36𝑥 − 0.58 − 0.14𝑧 − 0.008 = 0                    
(𝑥 − 0.153)2 + (𝑥 − 0.0771)2 + (𝑥 − 0.0169)2 = 0.53132

     (4-1) 

之所以选取这样一个圆周，一方面是保证该轨迹在机械臂整个工作空间尽

可能大运动范围，另一方面该轨迹均包含在 UR5 和实验室自主研发的机械臂的

工作空间中。另外，设置两种机械臂末端经过一个圆周运动的时间为 𝑡 = 3𝑠，

然后在该轨迹中均匀地选取 𝑀 个位姿点，𝑀 的取值理论上是越大越好，但考

虑到程序运算的时间，本文中设置 𝑀 = 54。 

 
图 4-1 末端轨迹设置 

4.2 MOEAD-CDP 优化 

约束多目标优化问题（CMOPs）涉及多个相互冲突的目标的优化并且有多个

减速器型号 𝑻𝒈 𝑻𝒈
𝒎𝒂𝒙 𝑵𝒈

𝒎𝒂𝒙 𝑱𝒈 𝒎𝒈 

HFUS 14 11 54 8500 0.091e-4 0.71 

HFUS 17 39 110 7300 0.193e-4 1.00 

HFUS 20 49 147 6500 0.0404e-4 1.38 

HFUS 25 108 284 5600 1.07e-4 2.1 
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约束的同时要同时满足。实际上，大多数工程优化问题可以看作是一个约束多目

标优化问题[1]。一个这样的问题可以定义为如式（3-17）的形式。 

MOEAD-CDP 算法是由 Deb 提出的[46]。其约束处理方法定义是如果满足下

列任何条件中的一个，则称解 𝑥𝑖 是约束支配解 𝑥𝑗 的： 

1）𝑥𝑖 是可行解，𝑥𝑗 是不可行解； 

2）𝑥𝑖 和 𝑥𝑗 都是不可行解，但 𝑥𝑖 有一个较小的约束违反； 

3）𝑥𝑖 和 𝑥𝑗 都是可行解，但 𝑥𝑖 支配 𝑥𝑗。 

这种约束支配原则的效果，任何可行的解决方案是优于任何不可行解决方案。 

4.2.1 UR5 优化结果 

根据式（3-17）中描述的约束多目标优化问题，利用 MOEAD-CDP 算法优化

UR5 机械臂，本实验中设置种群数量为 500，算法运行到 1500 代后，优化出来

的 Pareto 前沿如图 4-2。算法运行到 1000 代左右就已经收敛，为了与另外两种

算法占用相同的计算机资源，运行到了 1500。从 MOEAD-CDP 的最优解的分布情

况发现本文确定的两个优化目标，总质量和可操作性确实是相互冲突的量，在同

一个末端路径上的运动，机械臂总质量越大，则其可操作性的相反数越小，如果

可操作性的相反数越大，则机械臂的总质量越小。 

 

图 4-2 MOEAD-CDP UR5 优化结果 
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另外，从图 4-2 中可以明显地发现解的分布被分为 3段，其中可操作性坐标

轴的方向看跳跃不大，但是从重量坐标轴的方向发现解有两个大的跳跃，这个与

实验的设计非常相关，在关节电机和减速器候选型号的设置中，因为电机和减速

器的型号实际是离散的设计变量，部分型号的电机的参数，特别是质量参数有比

较大的差距，而关节电机的质量在机械臂总质量的比重比较大，部分最优解选取

了质量小的电机，另一部分解选取了质量跨度大的电机。从理论上来说，Pareto

前沿上的解全部都是互补支配的最优解，但是从工程角度考虑，这些最优解是否

都符合现实，还需要进一步的分析，在 4.5 节中会有简要的描述。 

4.2.2 自主研发机械臂优化结果 

同样，根据式（3-17）中描述的约束多目标优化问题，利用 MOEAD-CDP 算

法优化实验室自主研发的机械臂，在图 4-3 命名机械臂为 OUR，本实验中设置

种群数量为 300，算法运行到 1500 代后，优化出来的 Pareto 前沿如图。 

 

图 4-3 MOEAD-CDP 自主研发机械臂优化结果 

 

另外，从图 4-2 中对于 UR5 机械臂的优化，可以明显地发现解的分布被分为

3段，而在图 4-3 中对与 OUR 机械臂的优化解的分布大概被分为 2段，还是从实

验的设计的角度分析，因为电机和减速器的型号实际是离散的设计变量，在候选
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电机型号中，最优解中只选取了部分质量跨度太大的电机，还有一些型号的电机

的并没有出现在最优解中。 

4.3 MOEAD-ACDP 优化 

为了提高种群的多样性，一个基于角距约束控制原理 ACDP 算法由 Zhun Fan

等人提出[47]。该约束处理方法增加了一个角度约束到原来的 CDP 算法中。角度

约束函数定义如下： 

c(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) ≡ arccos
𝐹̅(𝑥𝑖)

𝑇
𝐹̅(𝑥𝑗)

‖𝐹̅(𝑥𝑖)‖∙‖𝐹̅(𝑥𝑗)‖
− 𝜃𝑖,𝑗 ≤ 0          （4-2） 

其中 𝐹̅(𝑥𝑖) 和 𝐹̅(𝑥𝑗) 分别是 𝑥𝑖 和 𝑥𝑗 的归一化目标向量；𝜃𝑖,𝑗 是由用

户定义的参数。第 𝑘 个独立的目标函数被归一化为： 

𝑓𝑘̅(𝑥) ≡ arccos
𝑓𝑘(𝑥)

∑ 𝑓𝑖(𝑥)
𝑚
𝑖=1

                  （4-3） 

ACDP 算法对约束条件的处理方法可以定义为，如果满足下列任意条件中一

条，则称解 𝑥𝑖 是角度支配解 𝑥𝑗 的： 

1）𝑥𝑖 是可行解，𝑥𝑗 是不可行解，他们满足式（4-2）的约束条件； 

2）𝑥𝑖 和 𝑥𝑗 都是不可行解，并且满足式（4-2），但 𝑥𝑖 有一个较小的约束

违反； 

3）𝑥𝑖 和 𝑥𝑗 都是可行解，但 𝑥𝑖 支配 𝑥𝑗。 

4.3.1 UR5 优化结果 

根据式（3-17）中描述的约束多目标优化问题，利用 MOEAD-ACDP 算法优化

UR5 机械臂，本实验中设置种群数量为 500，算法运行到 1500 代后，优化出来

的 Pareto 前沿如图 4-4。其中解的分布与算法 MOEAD-CDP 差不多一致，间接说

明第三章中优化问题的正确性，解的分布唯一不同的是，对于本文中的优化问题，

CDP 算法在解的分布多样性上略微好一点，例如 3段片段的中间，ACDP 算法并没

有出现最优解的分布，但需要补充一点的是比较图 4-2 和图 4-4 看不出解的均匀

性哪个更好，从得到的第 1000 代的种群数据可以看出 ACDP 的最优解具有更好的

均匀性。 
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图 4-4 MOEAD-ACDP UR5 优化结果 

4.3.2 自主研发机械臂优化结果 

同样，根据式（3-17）中描述的约束多目标优化问题，利用 MOEAD-ACDP

算法优化实验室自主研发的机械臂，本实验中设置种群数量为 300，算法运行到

1500 代后，优化出来的 Pareto 前沿如图 4-5。 

 

图 4-5 MOEAD-ACDP 自主研发机械臂优化结果 
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4.4 MOEAD-IEps 优化 

文献[40]提出 𝜀 约束处理方法来控制约束之间的关系，文献[48]提出一种基于

多目标进化算法改进的 𝜀 约束方法（MOEAD-IEps）来处理约束多目标优化约

束处理问题。更具体地说，动态调整的 𝜀，是根据在当前种群中可行解比例的一

个关键参数。在测试问题 CMOP1-CMOP9 上，MOEAD-IEps 具有更好的收敛性

和多样性的表现。 

4.4.1 UR5 优化结果 

同样，根据式（3-17）中描述的约束多目标优化问题，利用 MOEAD-IEps 算

法优化 UR5 机械臂，本实验中设置种群数量为 500，算法运行到 1500 代后，优

化出来的 Pareto 前沿如图 4-6。其中解的分布与算法 MOEAD-ACDP 几乎一致，与

MOEAD-CDP 算法也非常相近，关于解分布的分析与上文类同。 

 

图 4-6 MOEAD-IEps UR5 优化结果 
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4.4.2 自主研发机械臂优化结果 

最后，根据式（3-17）中描述的约束多目标优化问题，利用 MOEAD-IEps 算

法优化实验室自主研发的机械臂，本实验中设置种群数量为 300，算法运行到

1500 代后，优化出来的 Pareto 前沿如图 4-7。 

 

图 4-7 MOEAD-IEps 自主研发机械臂优化结果 

 

4.5 实验结果分析 

本研究主要是利用改进的约束多目标优化算法来解决机械臂优化设计的问

题。第三章中详细描述了 UR5 机械臂和实验室自主研发的两种机械臂的优化问

题。第四章前面的小节进行了实验设计，并利用 MOEAD-CDP、MOEAD-ACDP 以及

MOEAD-IEps 三种约束多目标优化算法进行了优化，最终均得出了相应优化问题

的最优解，如图 4-8 和 4-9 所示，分别描述了三种进化算法对两种机械臂的优化

结果，图 4-8 对应 UR5 机械臂，图 4-9 对应自主研发的机械臂。其中对于 UR5 的

优化设置种群数量为 500，迭代次数为 1500 代，对于自主研发的机械臂种群数

量设置为 300，迭代次数为 1500 代。从两张图分析，无论是对于 UR5 还是自主

研发的机械臂而言，可以看出优化的两个目标总质量和可操作性确实相互冲突的
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两个量，并且从优化的结果的范围来看，例如，对于 UR5，三种算法的最优解中

质量的范围为 12.7kg 到 15.2kg，可操作性的范围是 3.6 到 7。对于机械臂的优

化设计而言这两项指标的变化范围比较宽，对于设计人员而言是非常有利的，因

为根据机械臂不同的应用以及不同的性能指标，可以在范围宽的最优解中选取合

理的解，加快机械臂的设计工作。 

从图 4-8 和 4-9 可以看出三种进化算法优化出来的结果非常相似，一方面说

明归结的优化问题的准确性，另一方面说明描述的问题过于简单，无法体现各个

算法之间的优势，主要在于第三章中描述的优化问题的设计变量包含 4个连续的

变量，更多的是 12 个离散的设计变量，即关节的电机和减速器型号，而且这些

离散变量的取值范围非常局限，综合导致三种算法优化出来的结果差别不太。另

外，两图中可以明显地发现解的分布被分为 3段，其中可操作性坐标轴的方向看

跳跃不大，但是从重量坐标轴的方向发现解有较大的跳跃，这个与实验的设计非

常相关，在关节电机和减速器候选型号的设置中，因为电机和减速器的型号实际

是离散的设计变量，部分型号的电机的参数，特别是质量参数有比较大的差距，

而关节电机的质量在机械臂总质量的比重比较大，部分最优解选取了质量小的电

机，另一部分解选取了质量跨度大的电机。 

MOEAD-IEps，237

MOEAD-IEps，115

MOEAD-IEps，27

 

图 4-8 UR5 综合优化结果 

 



汕头大学硕士学位论文  第 4章 约束多目标进化算法优化结果及分析 

50 

 

 

 

图 4-9 自主研发机械臂综合优化结果 

 

综合，三种约束多目标优化算法最终解决了本文中描述的机械臂优化设计问

题，在满足所有约束条件下，从总质量和可操作性两个方面得出了 UR5 机械臂以

及自主研发机械臂更优化的设计解集，例如从图 4-8 中选取 MOEAD-IEps 收敛后

的最优解集中的第 27，115，237 个个体，与原 UR5 模型参数进行对比，如表 4-

3，明显的可以看出最优解中有部分解在总质量和可操作性两个方面更优于原

UR5 机械臂的设计，同样从图 4-9 中选取 MOEAD-IEps 收敛后的最优解集中的第

3，16，65 个个体，与原自主研发机械臂模型参数进行对比，见表 4-4。 

表 4-3 UR5 机械臂与最优解对比 

原 UR5 

机械臂 

𝑾 = 𝟏𝟖𝒌𝒈 𝑴 = 𝟏 

𝑥1 = 0.425𝑚, 𝑥2 = 0.392𝑚, 𝑥3 = 0.05m, 𝑥4 = 0.05𝑚 

关节电机：定制电机 

关节减速器：定制减速器 

MOEAD-IEps 

237 号个体 

𝑾 = 𝟏𝟑. 𝟐𝟓𝒌𝒈 𝑴 = 𝟎. 𝟕𝟓 

𝑥1 = 0.318𝑚, 𝑥2 = 0.283𝑚, 𝑥3 = 0.035m, 𝑥4 = 0.04𝑚 

关节电机：EC32，DBL3H00080，DBL2H00060，EC32，EC32，EC32 

减速器：HFUS14，HFUS17，HFUS14，HFUS17，HFUS14，HFUS14 

MOEAD-IEps 𝑾 = 𝟏𝟒. 𝟐𝒌𝒈 𝑴 = 𝟏. 𝟐𝟐 
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115 号个体 𝑥1 = 0.515𝑚, 𝑥2 = 0.28𝑚, 𝑥3 = 0.037m, 𝑥4 = 0.04𝑚 

关节电机：EC32，DBL4H0026，DBL3H00250，，EC32，ECi40，ECi40 

减速器：HFUS14，HFUS25，HFUS17，HFUS17，HFUS14，HFUS14 

MOEAD-IEps 

27 号个体 

𝑾 = 𝟏𝟒. 𝟖𝟕𝒌𝒈 𝑴 = 𝟏. 𝟒𝟗 

𝑥1 = 0.453𝑚, 𝑥2 = 0.389𝑚, 𝑥3 = 0.04m, 𝑥4 = 0.044𝑚 

关节电机：EC32，BDK4H00160，DBL2H00040，DBL2H00080，EC32，

ECi40 

减速器：HFUS14，HFUS25，HFUS20，HFUS17，HFUS14，HFUS14 

 

表 4-4 自主研发机械臂与最优解对比 

自主研发 

机械臂 

𝐖 = 𝟑𝟎. 𝟐𝟕𝟕𝐤𝐠 𝐌 = 𝟏. 𝟐𝟓 

𝑥1 = 0.43𝑚, 𝑥2 = 0.42𝑚, 𝑥3 = 0.055m, 𝑥4 = 0.06𝑚 

关节电机：ASD − A5 − 0421（4 个）ASD − A2 − 0121（2个） 

关节减速器：台达减速器 

MOEAD-IEps 

65 号个体 

𝐖 = 𝟏𝟕. 𝟕𝟔𝟐𝟓𝐤𝐠 𝐌 = 𝟏. 𝟏𝟔𝟓 

𝑥1 = 0.40𝑚, 𝑥2 = 0.24𝑚, 𝑥3 = 0.03m, 𝑥4 = 0.04𝑚 

关节电机：EC32，DBL3H00065，DBL2H00060，ECi40，EC32，ECi40 

减速器：HFUS14，HFUS14，HFUS14，HFUS17，HFUS14，HFUS14 

MOEAD-IEps 

16 号个体 

𝐖 = 𝟏𝟖. 𝟕𝟖𝟓𝟓𝐤𝐠 𝐌 = 𝟐. 𝟑𝟑𝟕𝟖 

𝑥1 = 0.42𝑚, 𝑥2 = 0.29𝑚, 𝑥3 = 0.032m, 𝑥4 = 0.04𝑚 

关节电机：EC32，DBL3H00250，DBL2H00080，ECi40，ECi40，ECi40 

减速器：HFUS14，HFUS25，HFUS17，HFUS17，HFUS14，HFUS14 

MOEAD-IEps 

3 号个体 

𝐖 = 𝟏𝟗. 𝟗𝟕𝟏𝟔𝐤𝐠 𝐌 = 𝟐. 𝟒𝟖𝟑𝟐 

𝑥1 = 0.45𝑚, 𝑥2 = 0.26𝑚, 𝑥3 = 0.04m, 𝑥4 = 0.044𝑚 

关节电机：EC32，DBL3H00130，DBL3H00065，ECi40，EC32，ECi40 

减速器：HFUS14，HFUS20，HFUS17，HFUS17，HFUS14，HFUS14 

 

4.5 最优解的新机械臂设计 

前文中得到了本文优化问题的最优解，知道在 Pareto 前沿上的所有解都是

互不支配的，那么是否意味着所有最优解都适用于机械臂的设计呢，答案当然是

否定的，因为有些解对应的目标函数值确实是不被其他解支配，但是这些解对应

的设计变量却不一定符合实际，比如说连杆的长度过长，壁厚过薄，实际不符合
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现实。那么如何在这些最优解中选择比较合理的解呢，设计师通常是根据工作经

验做出判断，或者是借助于一些机械臂运动学动力学仿真软件，比如说 ANSYS 和

ADAMS 等，对具有新参数的机械臂进行分析，看最优解是否合理。在本文的演研

究内容中恰好缺少这一块的工作，希望在以后的工作中进一步补充。 

现在暂且跳过这个比较重要的步骤，假设对于 UR5 机械臂而言，我们已经通

过运动学动力学分析，得出了在最优解中存在一些合理的解，如图 4-8，或者表

4-3 中的 MOEAD-IEps 最优解集中的第 27，115，237 号个体。现在想要利用这些

合理的最优解来设计出新的机械臂，在本文中是采用 Solidworks 二次开发的技

术来自动的设计，这样的设计加速了机械臂模型的设计过程，实现的工具是

Visual Studio 2010 和 Solidworks 2013，具体的实现过程是：在 VS 编译环境

中利用 Solidworks API 接口编写程序，该程序功能包括零件的创建、零件尺寸

的修改，零件的装配等功能，程序运行后自动链接到 Solidworks 应用程序，并

添加插件到软件，如图 4-10 添加了汕头大学插件，该插件程序能够创建一个 GUI

窗口如图 4-11，该窗口可以选择要优化的机械臂类型，并且可以导入合理的最

优解集合。 

 

图 4-10 添加汕头大学插件 

 

 

图 4-11 机械臂设计 GUI 窗口 
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导入了合理的最优解集合后，在 GUI 窗口就可以选择其中一个或者多个最优

解来进行自动的设计机械臂，例如图 4-12 中选取了一个最优解后，软件自动导

入事先设计好的所需的所有零件，并且按照最优解中对应设计变量的值来自动的

更改各个零件的参数，当更新完所有零件的参数后，该插件程序同样能实现自动

装配的功能，如图 4-13 所示，根据更新后的零件，软件自动组装成新的机械臂，

该模型各方面的参数就有别与原 UR5 机械臂的设计。 

 

图 4-12 选择最优解自动设计 

 

 

图 4-13 自动组装出新机械臂 

再 GUI 界面导入进化算法优化出来的合理最优解后，可以选择其中一个解

来自动设计新的机械臂，同样可以选择多个最优解同时自动的设计新的机械臂，

例如图 4-8 中的 MOEAD-IEps 最优解集中的第 27，115，237 号个体。现根据最

优解对应的设计变量参数，自动的更改各自的零件参数，并自动装配建出各个新

的机械臂模型，如图 4-14 所示。 
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原UR5模型

重量: 18kg

可操作性: 4.1

L1=425mm

L2=392mm

t1=55mm

t2=55mm

ieps,237号个体

重量: 13.25kg

可操作性: 5.05

L1=318mm

L2=283mm

t1=35mm

t2=40mm

ieps,115号个体

重量: 14.2kg

可操作性: 6.02

L1=565mm

L2=280mm

t1=35mm

t2=40mm

ieps,27号个体

重量: 14.87kg

可操作性: 6.73

L1=453mm

L2=389mm

t1=40mm

t2=44mm
 

图 4-14 自动设计出最优解机械臂
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第 5 章 总结与展望 

5.1 结论 

机器人的优化设计与工业机器人紧密联系在一起，并在现实生活中的有许多

应用。根据不同的应用场景，或者不同性能指标的机械臂而言，往往需要优化的

目标也不相同，如何选择优化目标也成为机械臂优化研究非常重要的一环。对于

机械臂的优化设计通常从能耗、重量、模块化、可操作性、灵巧性、末端精确度

和准确度等几个方面考虑。本文从机械臂运动学和动力学两个角度选择待优化的

目标，即从正运动角度选取可操作性作为目标之一，从动力学角度选取机械臂总

质量作为另一个目标。可操作性描述机械臂在工作空间中运动的流畅程度，而总

质量则是描述机械臂安全，人机协作等综合方面的能力。 

本文要研究的一个重点就是利用智能进化算法对机械臂进行优化设计。结合

机械臂结构特点，以机械臂运动学和动力学理论研究为基础，以机械臂几何参数

和传动系统参数为研究变量，以可操作性和重量为优化目标，利用带约束的多目

标进化算法对机械臂的结构以及传动系统进行优化设计。以实现对现有机械臂轻

质化和可操作性提高的目的。本文中用于研究对象的机械臂是 UR5 和实验室自主

研发的机械臂，论文完成主要研究工作如下： 

针对 UR5 和自主研发的机械臂进行运动学建模。建立 D-H 坐标系及运动学

方程，求解机械臂的正逆运动学。在机械臂正运动学方程的基础上，分别利用蒙

特卡洛法和 MATLAB 机器人工具箱对机械臂的工作空间进行求解，得到机械臂

工作空间三维云图，从两种方法的对比。 

对优化设计问题进行描述。在满足机械臂性能的前提下，希望得到质量更轻，

可操作性更高的机械臂。结合机械臂的结构确定机械臂的几何参数以及传动系统

中电机和减速器的型号作为设计变量。同时，在进行优化时必须要满足机械臂的

几何参数约束，以及传动系统中扭矩，转速的约束。 

利用 MOEAD-CDP、MOEAD-ACDP、MOEAD-IEps 这三种改进的约束多目标优化算

法对本文归结的机械臂的设计优化问题进行优化，设计了优化实验，分别求出

UR5 和自主研发机械臂的最优解，并对解进行了一定的分析，利用 Solidworks 
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二次开发和合理的最优解自动化设计出新的机械臂模型。 

综上所示，本文通过对机械臂运动学动力学和约束多目标优化算法的研究，

归结了一中机械臂设计优化的问题，并利用当前流行的几种改进的约束多目标进

化算法对该问题进行优化。通过最终的实验验证，从两方面的优化目标来看，优

化的结果均好于机械臂最初的设计。 

 

5.2 展望 

虽然本文应用约束多目标进化算法到机械臂的优化设计问题中，也初步达到

了研究目的，然而在这个过程中仍然存在许多不足和需要改进的地方，例如说在

第 4章中的实验，最后三种优化算法优化出来的结果非常接近，原因在于设计的

优化问题过于简单，体现不出来各种算法之间的差异，另外得出优化结果后，缺

少分析最优解与最优解之间的关系，最后也缺少对最优解合理性更有力的探讨。

因此，根据上面描述的这些不足以及机械臂优化工作的发展趋势来描述一下未来

的展望： 

1）复杂化机械臂优化问题，可以从几个方面着手，一是改进或者增加机械

臂优化目标，除了重量和可操作性外，可以增加其他重要的优化目标，比如说能

耗、末端精度、运行周期、使用寿命等；二是改进设计变量，本文优化问题中连

续的设计变量过少，离散变量范围又有极限性，可以改进设计变量的构成；最后

是增加约束条件，可以从连杆刚度、末端负载、末端最大运行速度几个角度出发。 

2）分析最优解之间的联系，优化后得到了大量的最优解数据，如何从这些

数据中获取有用的信息，目前想到的办法是，对数据进行分析，并利用机器学习

对这些数据进行挖掘，获取最优解之间的联系。 

3）分析最优解的合理性，Pareto 前沿上的解互补支配，但是并非代表所有

的最优解都符合生活实际，需要对优化出来的解进行合理性的分析，可以从机械

臂运动学动力学的角度着手，利用最优解构建仿真模型进行运动学动力学仿真，

以获取各自的性能指标，分析是否达到实际应用中的机械臂性能指标，如果合理，

那么大大加速了机械臂的设计过程。 

4）机械臂的优化设计，或者说机器人的优化设计以后的趋势会朝着自动优
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化设计的方向发展，这样就需要考虑模块化机器人的零件库、零件间的装配条件

库，机器人的装配模板库等，同时可能会涉及优化机器人的拓扑结构等。 

5）机械臂结合移动平台的应用越来越广，势必会导致移动机械臂优化设计

工作越来越重要，可以从从机械臂和移动平台综合角度设计优化问题，或者分别

设计机械臂和移动平台的优化问题，然后综合分析。 
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