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摘要 

多目标优化是目前广泛被关注的一类研究，在各类优化算法中，来源于生物进化

思想的进化算法因其具有全局性、鲁棒性、自组织、广泛适用性等特点，能够有效的

处理传统优化算法难以解决的复杂多目标优化问题，逐渐受到广大研究学者们的关注。

由于大多数现实的优化问题都包含约束，而约束存在的多样性难度和收敛性难度，导

致这类问题难以有效被解决，那么利用进化计算来求解约束多目标优化问题就具有了

十分重要的应用前景。本文以进化算法以及约束优化处理技术的最新研究成果作为出

发点，提出了一种混合的约束多目标优化算法，用来求解约束多目标优化问题。主要

研究内容包括以下部分： 

1、为了解决目标不平衡且约束同时具有多样性困难和收敛性困难的约束多目标

优化问题（CMOPs），提出了一种混合约束多目标进化算法—M2M-IEpsilon，该方法

将改进的 Epsilon 约束处理方法与 M2M 分解方法结合用来处理 CMOPs。所提出的算

法由于采用了 M2M 分解方法，它能将一个 CMOP 分解为一组简单的约束多目标优

化子问题，能够处理目标不平衡优化问题，从而维持算法的多样性。同时，M2M-

IEpsilon 采用 IEpsilon 约束处理方法，能够在可行域和不可行域之间保持良好的搜索

平衡，帮助种群跨越大的不可行区域，提高了所提出算法的收敛性能。 

2、为有效评估 M2M-IEpsilon 算法的性能，弥补现有 CMOPs 只单独关注目标或

者约束的不足，设计了一组目标不平衡和约束同时具有多样性困难和收敛性困难的约

束多目标测试集，即 ICD-CMOPs，用于评估 CMOEAs 算法的性能。6 中先进的

CMOEAs 与提出的 M2M-IEpsilon 算法在 ICD-CMOPs 进行实验比较。综合实验结果

表明所提出的 M2M-IEpsilon 在 ICD-CMOPs 上的性能明显优于其他 6 种算法，说明

了所提出的算法在处理目标不平衡且约束具有多样性困难和收敛性困难的 CMOPs 方

面的优越性。 

3、将提出的 M2M-IEspilon 与其他 6 种 CMOEAs (CM2M，CM2M2，NSGA-II-

CDP，MOEA/D-CDP，PPS-MOEA/D 和 MOEA/D-IEpsilon)算法用于减速器设计优化

问题上，测试该算法在实际优化问题上的性能。实验结果表明，M2M-IEsilon 在该实

际优化问题上的表现优于其他 6 种算法。  

 

关键词：多目标优化；进化算法；约束处理方法；减速器设计  
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Abstract 

Multi-objective optimization is a type of research which has been widely concerned at 

present. Among the various optimization algorithms, the evolutionary algorithm which is 

derived from the idea of biological evolution has been gradually gaining the attention of 

scholars because it can effectively deal with complex multi-objective optimization problems 

that are difficult to be solved by traditional optimization algorithms and its global, robust, 

self-organizing and widely applicable characteristics. Since most real-word optimization 

problems have constraints, the convergence-hard and diversity-hard constraints make such 

problems difficult to be solved effectively. Then the use of evolutionary computation to solve 

constrained multi-objective optimization problems has a very important application prospect. 

In this paper, we propose a hybrid constrained multi-objective optimization algorithm for 

solving constrained multi-objective optimization problems based on the latest research 

results of evolutionary algorithms and constrained optimization handling techniques. The 

research mainly includes the following parts. 

1. In order to solve imbalanced CMOPs with simultaneous convergence-hard and 

diversity-hard constraints, this paper proposes a hybrid algorithm which combines an 

improved epsilon constraint-handling method (IEpsilon) with a multi-objective to multi-

objective (M2M) decomposition approach, namely M2M-IEpsilon. Since M2M-IEpsilon 

adopts the M2M decomposition method, it can decompose a CMOP into a set of simple 

constrained multi-objective optimization subproblems, which can deal with the imbalanced 

objective optimization problem, to enhance the diversity of the proposed algorithm. At the 

same time, M2M-IEpsilon employs the IEpsilon constraint handling method, which can help 

populations get across large infeasible regions, and improve the convergence performance 

of the proposed algorithm. 

2. To effectively evaluate the performance of the M2M-IEpsilon algorithm and 

compensate for the lack of existing CMOPs that only focused on objectives or constraints, 

imbalanced CMOPs with simultaneous convergence-hard and diversity-hard constraints, 

namely ICD-CMOPs, are employed to evaluate the performance of M2M-IEpsilon and six 

state-of-the-art constrained multi-objective evolutionary algorithms (CMOEAs), including 

CM2M, CM2M2, NSGA-II-CDP, MOEA/D-CDP, PPS-MOEA/D and MOEA/D-IEpsilon. 

The experimental results demonstrate that the proposed M2M-IEpsilon significantly 
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outperforms the other six algorithms on ICD-CMOPs, which illustrates the superiority of the 

proposed algorithm in dealing with imbalanced CMOPs with simultaneous convergence-

hard and diversity-hard constraints. 

3. With the six state-of-the-art CMOEAs, including CM2M, CM2M2, NSGAII-CDP, 

MOEA/D-CDP, MOEA/D-IEpsilon, PPS-MOEA/D, the proposed M2M-IEpsilon carried 

out on speed reducer design optimization problem evaluate the performance of the proposed 

algorithm in real-world optimization problem. The experimental results show that M2M-

IEsilon outperforms the other six algorithms for this real-world optimization problem. 

 

Keywords：Multi-objective Optimization, Evolutionary Algorithm, Constraint Handling 

Method, Speed Reducer Design 
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第 1 章 绪论 

随着现代科学和工程的发展，许多现实生活及工程应用中的优化问题变得越来越

具有挑战性。非线性、复杂、约束、高维、目标之间相互冲突始终围绕着优化问题的

特性，使得优化问题的求解面对的困难也随之增加。《物种起源》学说揭示了自然界

物种的起源，低级、简单的生物经过“物竞天择、优胜劣汰、适者生存”的长期演化

完成了到高级、复杂生物的蜕变。借用这一思想，研究者们从生物进化的过程中获得

启发，开发了模拟生物演化行为的进化算法（Evolutionary Algorithms，EAs）。随着这

一算法的发展，因其具备高鲁棒性、自组织、自适应、自学习以及全局最优搜索能力

的特征，运用进化算法求解优化问题也逐渐成为了一大趋势，广泛被用于约束多目标

优化问题的求解。 

1.1 研究背景及意义 

优化问题是日常生活中最常见的问题之一，从计算机科学、工程到运筹学和经济

学等各个领域，优化问题涉及到所有的定量学科中，广泛应用于经济、工程、交通、

金融、通信、国防等各个领域。通常来讲，利用优化算法对优化问题进行求解，找到

给定约束条件下某个目标函数的最优值是解决优化问题的通用过程。目前，优化算法

的研究成果在调度[1]，金融投资[2]，电力电子[3]，机器学习[4]，工程优化[5]，以及网络

通信[6]等领域得到了广泛的应用。 

优化问题根据目标函数或者约束函数的不同，分类有以下几种： 

1、是否有约束条件：约束/非约束优化问题； 

2、目标的数量：单目标/多目标优化问题； 

3、函数类型：线性/非线性问题； 

决策变量、目标函数、约束条件构成了优化问题的三个要素。单目标优化问题的

含义是只包含一个目标，而多目标优化问题（Multi-Objective Optimizatio Problems，

MOPs）的含义是小于或等于 3 个目标的优化问题，而超过三个目标的优化问题则定

义为超多目标优化问题。一般来讲，对于单目标优化问题，其在解的数量上，是存在

唯一最优解的，而对于多目标或超多目标优化问题往往包含多个相互冲突的目标，需

要在多个目标之间进行权衡，从而获得一组相对的最优解。而在众多的研究中，多目

标优化算法的研究一直占据主要位置，一方面是因为超多目标优化问题建模困难，而

且逐渐增多的目标函数数量，导致其整体的计算量出现指数级增长。另一方面是高维

目标空间中解的可视化问题并未得到很好地解决，同时用于解决实际中的超多目标优
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化问题依然停留在理想化状态。基于此，多目标优化问题的研究因更具有实际研究的

可行性，吸引了众多研究学者的广泛关注。 

当谈及人工智能算法，基本上是以深度学习为主流的几类算法，深度学习的快速

发展直接将之矗立于时代的前沿，棋类博弈、计算机视觉、语音识别以及自动驾驶等

领域都表现得惊人的好。但任何一类算法都并非完美而没有缺陷的，如梯度下降法、

牛顿法等，对于某些特定类型的问题，具有较好的优化效果。但是这些算法对问题的

性质往往具有一定的要求，对于一些复杂的问题，这些算法往往不再适用。因其算法

本身的特性，容易导致算法陷入局部最优，而得不到较好的解，而且无法解决不可微

的问题。相比之下，进化算法是不需要梯度就能跳出局部最优的黑箱算法，在某些复

杂的优化问题上表现出普遍的鲁棒性、自组织、广泛适用性，能够有效的处理传统优

化算法难以解决的复杂问题（比如 NP 困难问题），在优化领域占据了无可比拟的重

要位置。进化算法经常应用在多目标问题的优化求解中来，这类算法称之为多目标进

化算法（Multi-objective Evolutionary Algorithms，MOEAs）。多目标进化算法通过借鉴

生物进化的思想在解决多目标优化问题中提供了比较新颖的方法和思路，广泛应用与

参数优化、工业调度、资源分配、复杂网络分析等，在解决多目标优化问题上无疑是

巨大的进步。 

鉴于许多现实生活中的优化问题，比如工程问题、调度问题等优化问题都存在约

束条件，虽然这类问题描述简单且具有很强的代表性，但这些众多的限制条件使得这

类问题求解面临着极大的挑战。主要原因是求解这类问题需要强大的运算能力以及存

储空间，而且约束条件的存在也导致了搜索空间的复杂性，另一方面带来的“组合爆

炸”也成了求解这类问题的难点。因此，受约束函数的多目标优化问题一直备受优化

领域研究学者的关注，在过去几十年，研究人员对于如何高效率来求解约束多目标优

化问题的关注度与日俱增，逐渐发展了这一学科对于业界的影响。 

1.2 进化算法研究现状 

借鉴自然界的某种现象或受生物某种机制启发而发展起来的算法，经过无数科研

工作者几十年的研究，逐步形成了进化算法[7]，蚁群算法（Ant Colony Algorithm，ACO）

[8]、粒子群算法（Particle Swarm Optimization , PSO）[9]、人工鱼群算法（Artificial Fish 

Swarm Algorithm，AFSA）[10]、免疫算法（Immune Algorithm，IA）[11]、模拟退火算

法（Simulated Annealing，SA）[12]、人工蜂群算法（Artificial Bee Colony，ABC）[13]

等。这些算法解决了传统方法难以解决的问题，求解出一组近似最优解集，解决了多

目标优化问题的困难，应用前景十分广阔。其中进化算法在求解高度复杂的非线性问

题时具有较好的效果，能够有效避开局部最优，再加上具备较好的通用性，是一种高
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鲁棒性的全局优化算法，进而逐步得到广泛的应用。 

进化算法又称演化算法，是一种基于种群的通用元启发式优化算法，借鉴自然界

中生物进化的思想，包括种群初始化、个体适应度评价、繁殖、突变、重组、和选择、

基因编解码等基本操作完成种群的进化过程，进化的过程即对种群（解）不断迭代改

进的过程，通过选择、变异和交叉遗传算子，不断产生新的个体，个体历经“优胜劣

汰”，最终进化成优秀的个体，满足进化的终止条件之后输出最优个体（最优解）。目

前来说，进化算法主要包括了遗传算法（Genetic Algorithms，GA）[14]、进化策略

（Evolutionary Strategy，ES）[15]、遗传编程（Genetic Programming，GP）[16]以及进化

编程（Evolutionary Programming，EP）[17]等，见图 1-1 所示，这几类算法非常相似但

又是彼此独立发展起来的，下面简单介绍这四种经典的进化算法。 

 

图 1–1 进化算法分类 

遗传算法由美国 J.Holand 创建，是一种众所周知的基于自然的优化技术，也是目

前最常用的一种 EA 算法，流程框图如 1-2 所示。在 GA 中，对解空间的搜索模仿了

环境中发生的自然过程，并考虑了达尔文的物种进化理论。在 GA 中，由个体构成种

群；每一个个体，被称为染色体，表示问题的潜在解。被解决的问题由目标函数定义，

为了更新当前种群，该算法利用一些“选择”策略从当前种群中反复选择父染色体（一

对个体解），通常是根据它们的适合度函数来进行选择。然后，通过交叉和突变算子

的操作，将被选中的父代染色体用于繁殖，并将产生的一对子代用于形成下一代种群，

反复迭代进化，直至找出最优个体（最优解）。常用来解决机器学习[18]、优化问题[19]、

自动控制[20]以及机器人[21]等研究领域，是进化算法中最流行的一种子算法。 

 



汕头大学硕士学位论文 

4 

 

 

图 1–2 遗传算法流程图 

进化策略是由德国的 Reehenberg 建立的，是一种模仿生物进化的一种求解参数

优化问题的方法；不过与遗传算法不一样的是，它采用实数值作为基因；它总遵循零

均值、某一方差的高斯分布的变化产生新的个体，然后保留好的个体。进化策略的实

现更加简单（不需要反向传播），更容易在分布式环境中扩展，不会受到奖励稀疏的

影响，有更少的超参数。其在现代强化学习基准（如 Atari/MuJoCo）上的表现在一定

程度上比肩标准的强化学习技术，同时还能克服强化学习的诸多不便[22]。目前分类包

括了 PAES[23]、SMES[24]、CMA[25]、S3-CMA-ES[26]。 

遗传编程是从生物进化过程得到灵感的自动化生成和选择计算机程序来完成用

户定义的任务的技术。由美国斯坦福大学的 John Koza 基于自然选择原则创造性的提

出了用层次化的计算机程序来表达问题的遗传程序设计（遗传编程）。具有结构灵活，

能同时执行多项任务，生成模型具有很好的解释能力，适应面广，搜索能力强等。主

要应用在符号回归、电路设计、游戏以及图像处理方面，包括了基于树的遗传编程、

线性遗传编程以及基于图的遗传编程[27]。 

进化规划的概念最早由美国的 Fogel 提出，它的工作原理与进化策略的工作原理

相当接近。与 ES 不同的是，它对属性数据类型的使用没有限制。EP 有固定的程序结

构，它允许数值参数的进化。预测、泛化、游戏和自动控制是进化编程的一些合适的

应用领域[28]。 

单目标和多目标优化，是一类常见的优化决策问题，经过研究学者们多年的努力，

有关于多目标进化算法的研究以及应用方面都已经获得非常大的成功，在多目标决策
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领域占据了主流位置。多目标进化算法用于解决多目标优化问题方面是非常流行的，

这也从侧面反映了多目标进化算法在这方面的优越性。MOEA 的三个目标分别是，其

一，找到一组尽可能接近于真实 Pareto 前沿的解集，称为收敛性；其二，找到分布良

好的解集，称为多样性；其三，覆盖整个帕累托前沿（Pareto Front，PF），称为覆盖

率。而在常见分类中，MOEAs 根据选择策略的不同可以大致分为三大类，第一类是

基于分解的方法；第二类是基于非支配排序的方法；第三类是基于指标的方法。这三

类方法是目前主要流行的方法，基于这三者的基础也逐步形成了多种新颖的算法，旨

在让算法的效率更高、性能方面更好。 

1.2.1 基于分解的 MOEAs 

第一类是基于分解的 MOEAs，即把一个原始的 MOP 分解成若干个单目标优化

问题或更简单的 MOP 来协同解决。一些基于分解的 MOEAs 如 MOGLS[29]、

MOEA/D[30]、RVEA[31]通过目标函数聚合将一个 MOP 分解为若干个多目标优化问题，

使候选解能够有效地收敛到每个单目标的最优值。分解策略常见于传统多目标优化，

但在此之前分解策略并未在进化算法中得到广泛应用，直至 2007 年张青富教授研究

出基于分解的多目标进化方法（MOEA/D）之后才逐渐得到广泛关注，这一方法也被

多目标优化研究同行认同为一类独立的算法。MOEA/D 的核心思想是把多目标优化

问题分解成一组单目标子问题或多个多目标子问题，并通过利用子问题之间的领域关

系，以相互协作的方式来同时优化所有子问题，从而接近真实的 Pareto 面。近年来，

MOEA/D 逐步得到了越来越广泛的应用，成为极具影响力的进化算法。研究者们在这

基础上进行研究，一系列新的基于分解的多目标进化算法被开发出来，MOEA/D-

DE[32]，MOEAD/-DD[33]，MOEA/D-ACO [34]，MOEA/D-DU[35]。此外，也有一些研究

者试图把基于分解的进化算法框架扩展至约束多目标的优化，并将基于分解的

MOEAs 应用到解决复杂的现实世界的优化问题方面，这些都取得了较好的研究成果，

比如 MOEA/D-ACDP[36]和改进的 MOEA/D 用来解决主动配电网（Active Distribution 

Network，ADN）的调度优化[37]等。 

1.2.2 基于帕累托支配的 MOEAs 

第二类是基于帕累托支配的方法，该方法通过同时优化所有目标来优化多目标优

化问题，基于帕累托支配原则来确定一个解的适应度，这一原则在基于支配的 MOEAs

的收敛中起着关键的作用，先后形成了 NSGA-II[38]，SPEA2[39]，和 PESA-II[40]等几种

算法。NSGA-II（Non-dominated Sorting Genetic Algorithm-II）是目前来说最具代表性

的基于支配的算法，有效降低这一算法的复杂性，具有运行速度快，解集的收敛性好，

使得这一算法通常作为其他的多目标优化算法性能比较的基准。NSGA-II 利用对个体
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的快速非支配排序方法、比较个体拥挤距离以及精英个体保留策略，在求解低维 MOP

的时候计算效率是比较高的，而在解集的质量上表现也是比较好的。基于此，该算法

逐渐获得了快速的发展，基于 NSGA-II 发展起来的算法，例如：R-NSGA-II[41]，

TKRNSGA-II[42]和 -NSGA-II[43]等。而对于高维复杂 MOP 的求解，种群中非支配个

体的数量是非常大的，导致计算的复杂度进一步加深，通过 NSGA-II 就无法获得有

效帕累托解集。Deb 等人在 NSGA-II 的基础上，提出了一种针对高维多目标问题的多

目标进化算法 NSGA-III[44]，随后 Yang 等人基于网格优势的演化算法（GrEA）[45]和

Zhang 等人提出基于 Knee Point 驱动的进化算法（KnEA）[46]都是用来解决超多目标

优化问题。 

1.2.3 基于指标的 MOEAs 

基于指标的方法，其设计思路是根据评价指标的数值来引导种群搜索解，即在环

境选择中采用解决方案质量测量的性能指标作为选择标准。近年来，大量的性能指标

被提出，比如世代距离（Generational Distance，GD）[47]、超体积（Hypervolume，HV）

[48]、反转世代距离（Inverted Generational Distance，IGD）[49]、R2 指标[50]、Spacing 指

标（Spacing Metric）[51]和 IGD+[52]。这些评价指标不仅广泛应用在评价解决方案的质

量，而且在 MOEAs 中也作为选择标准。这类的代表有 SMS-EMOA[53]、GDE-MOEA[54]

和 TS-R2EA[55]等，其环境选择策略分别基于超体积指标、世代距离和 R2 指标进行设

计的。Bader 和 Zitzler 提出了 HypE[56]，采用基于 Monte Carlo 模拟的 HV 估计方法来

代替精确的 HV 计算，这样当目标数较多时，HV 计算的计算效率可以大幅提高。 

1.3 进化算法评价指标 

多目标进化算法的快速发展对于求解多目标优化问题是重要的，这也为如何有效

衡量这些算法的性能带来了新的挑战，使得多目标进化算法的评价指标逐渐成为一大

热门研究方向。从一定角度来看看，建立行之有效的评价标准不仅能够客观的反应进

化算法对于求解多目标优化问题的优劣，且对于多目标进化算法的发展在一定程度上

有着深远的意义。而在目前，诸多进化算法的性能评价方法，可以大致围绕以下三大

类来考虑： 

1、进化算法所求得的解集与真正的帕累托前沿的逼近程度，亦称收敛性。 

2、进化算法所获得的解集覆盖目标空间的范围，以及分布在真实帕累托前沿上

的均匀程度，亦称分布性。 

3、综合考虑进化算法所得到解集的收敛性和分布性，亦称综合性能。 
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1.3.1 收敛性评价指标 

世代距离是指算法求得的非支配解集中所有个体到真实 Pareto 前沿的平均距离。

它的定义如下： 

                       

* *

*

*

* * 2

1

( , )

( , )
| |

( , ) min{ ( ) }
i

y A

m

i i
y P

i

d y P

GD P A
A

d y P y y




=




=



= −






                    (1-1) 

*P 是真实 PF 的代表点集， A是算法求得的 PF。 *( , )d y P 的值是m维目标空间中

A中第 i个体 iy 到 *P 中最近个体
*

iy 的欧几里得距离。值得注意的是，GD 值越小，表

明获得的解集越逼近真实 Pareto 解集，意味着此算法的收敛性越好。 

1.3.2 多样性评价指标 

空间评价方法可用于来衡量帕累托前沿近似解集中的个体在目标空间的一个分

布情况。Spacing 指标的定义如下： 
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d 表示为所有 id 的均值； id 表示为 | |A 中第 i个个体与其最近个体的欧几里得距离；

| |A 为解集 A中个体的总数量。 S 值越小意味着解集的个体分散越均匀，多样性越好。 

1.3.3 综合性评价指标 

综合评价指标是利用一个标量值来衡量多目标进化算法的收敛性能和分布性能，

即用来评价算法的综合性能，对于 MOEA 的评价具有重要意义。目前广泛使用的综

合评价指标包括了超体积和反转世代距离两种，也是目前非常流行的两种评价指标。 

IGD 是各参考点到其最近解的平均距离，是评价 MOEAs 性能最常用的方法。

IGD 指标的计算方法如下: 
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*P 是真实 PF 的代表点集，A是算法求得的 PF。 *( )d y A， 的值是m维目标空间中

参考
*

iy 与解 iy 之间的最小欧氏距离。值得注意的是，IGD 值越小，表明算法的多样性

和收敛性能都越好。 

超体积是指通过计算非支配解集与参考点 1( ,..., )r r r T

mz z z= 围成的目标空间区域的

超体积的值，超体积的计算方法如下：  

                   ( ) ( [ ( ), ] ...[ ( ), ])
1 1

r rHV S VOL f x z f x zU
m m

x S

= 


                (1-4) 

( )VOL  是勒贝格测度，m是目标的数量。值得注意的是，HV 值越大，表明算法

的多样性和收敛性能都越好。 

1.4 本文主要研究内容 

本文主要研究内容围绕约束多目标优化问题展开，然后结合基于分解的多目标进

化算法框架和约束处理机制提出了一种混合的约束多目标进化算法，用来解决目标不

平衡且约束同时具有收敛性难度和多样性难度的 CMOPs。论文的主要工作有以下三

个方面： 

1、提出了一种混合约束多目标进化算法—M2M-IEpsilon，用来解决目标不平衡

且约束同时具有多样性困难和收敛性困难的 CMOPs。首先，采用 M2M 分解方法来

处理目标，来维持工作种群的多样性。其次，利用 IEpsilon 约束处理技术，以提高该

算法的收敛性。M2M-IEpsilon 可以根据当前种群中可行解的比例，动态调整约束违

反的松紧度，在可行与不可行区域之间保持良好的平衡搜索能力，具有跨越大面积不

可行区域的能力。 

2、为有效评估 M2M-IEpsilon 算法的性能，弥补现有 CMOPs 只单独关注目标或

者约束的不足，设计了一组目标不平衡和约束同时具有多样性困难和收敛性困难的约

束多目标测试问题集，即 ICD-CMOPs，用于评估 CMOEAs 算法的多样性和收敛性。

最后通过在 ICD-CMOPs 约束测试函数上进行实验，综合实验结果表明所提出的

M2M-IEpsilon 相较于其他 6 种算法具有优越性。 

3、为进一步验证 M2M-IEpsilon 的性能，选择经典的减速器设计作为优化目标。

并通过与其他 6 种约束多目标进化算法的实验对比，结果表明所提出算法在实际工程

优化上也具有优越性。 

1.5 论文结构 

本文围绕约束多目标优化算法，针对目标不平衡且约束具有多样性难度和收敛性

难度的约束多目标优化问题开展研究，提出的算法在工程设计问题上进行了测试。全
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文分为 6 章，主要的结构安排如下： 

第一章是绪论部分。这部分主要围绕研究背景、进化算法的研究现状以及进化算

法的评价指标进行了阐述。简要介绍了进化算法的定义、研究现状和对于求解多目标

优化问题方面的重要意义。 

第二章围绕本文研究的约束多目标优化问题，介绍了约束多目标优化问题的定义，

现有约束多目标的处理机制和约束多目标优化问题的测试集。 

第三章介绍了 M2M 和 IEpsilon 约束处理机制的核心思想，提出了一类混合多目

标进化算法，即 M2M-IEpsilon，详述了 M2M-IEspilon 算法的核心框架。最后围绕约

束多目标测试问题，设计了一组约束具有多样性困难和收敛性困难的不平衡 CMOPs，

即 ICD-CMOPs。 

第四章对提出的 M2M-IEpsilon 算法在 ICD-CMOPs 测试集上进行了对比实验和

性能分析。 

第五章提出的 M2M-IEpsilon 方法在现实工程优化问题上进行了实验和比较。 

第六章主要围绕本文的研究内容开展了总结，同时展望了未来的研究方向。
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第 2 章 约束处理技术及相关内容 

优化问题由于约束的存在使得这类优化问题具有不一样的特性，导致算法求解的

难度进一步加深。如何设计约束处理技术也就成为了算法十分关注的一个关键点。本

章将围绕约束处理技术展开描述，并简要介绍现有测试问题集，方便本文之后的工作

研究。 

2.1 约束优化问题的定义 

通常来说一个约束多目标优化问题（Constrained Multi-objective Optimization 

Problem，CMOP）可以用下列数学表达式描述，为方便处理，本文把多目标优化函数

统一变换成最小化目标优化问题的形式[57]： 

                    

1   

   

                  

            

minimize ( ) ( ( ), , ( ))

su

     

bject to ( ) 0, 1, ,
 

( ) 0, 1, ,

 

T

m

i

j

n

f f

g i q

h j p

R

 = 


 = 


= = 
 

F x x x

x

x

x

                 (2-1) 

其中 (x)F 是一个m维的目标函数， nRx 是一个 n维的决策向量。 ( ) 0ig x 表示不等

式约束， ( ) 0jh =x 表示等式约束。 q 和 p 分别代表不等式和等式约束的个数。 

为了处理多目标优化问题的约束，总约束违反定义如下： 

              
1 1

( ) |min( ( ),0) | |min( ( ) ,0) |
q p

i j

i j

g h
= =

= + x x x                (2-2) 

如果一个解 nxR ，并且它的总约束违反 ( )x 等于 0，那么 x 就表示是一个可行

解。否则，x 是不可行解。对于任意两个可行解 px 和 qx ，当满足下列两个条件时， px

就支配 qx ，表示为 p qx x 。 

1） {1, ( ( ) , }, )i p i qi m x xff      

2） {1, , }, ( ) ( )j p j qj m f x f x      

对于一个可行解 *x X ，如果在 X 中没有其他可行解支配 *x ，那么 *x 可定义为

帕累托最优解。所有帕累托最优解的集合称为帕累托集合（Pareto Set，PS）。将帕累

托集合映射到目标空间，得到一组向量，这个集合称为帕累托前沿（Pareto Front，PF）。 

为更容易理解这些概念，图 2-1 展示了两个双目标优化问题中目标空间中可行解

与不可行解以及支配关系的定义。灰色格子区域表示不可行区域，那么位于不可行区
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域的点 A、B、G 则代表不可行解；点 C、D、E、F 表示可行区域的可行解，点 C、

D 是 PF 上两个相互非支配的解。灰色阴影区域是指点 D 所能支配的区域，表明在该

区域的所有点都能被点 D 所支配，从图中可以看出点 E 是落在该区域的，说明点 E

被点 D 所支配。 

1f

2f

可行区域

不可行区域

不可行区域

不可行解

A

B

C

D

E

F

G

可行解

非支配解

不可行解

 

图 2-1 目标空间可行解与不可行解、支配关系示例 

图 2-2 描述了决策空间到目标空间的映射，其中图(a)和图(b)灰色格子区域分别

表示可行决策空间和可行目标空间。点 A1、B1、C1 是决策空间的解集，其中点 A1、

B1、C1 为帕累托最优解的集合；点 A2、B2、C2 为 PS 映射到目标空间的向量即帕

累托前沿。 

可行决
策空间

1x

2x

1f

2f

可行目
标空间

A1

B1

C1

A2

B2

C2

帕累托前沿

帕累托最优解

 

图 2-2 PS 和 PF 示例 

2.2 约束处理方法 

由于约束条件的存在，如何做到有效处理约束条件成为进化算法求解约束多目标
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优化问题面临的主要任务。用来处理约束多目标优化问题的进化算法称为约束多目标

进化算法（CMOEAs），一般来说，CMOEAs 有两个方面，一是 MOEAs；二是约束处

理方法（Constraint Handling Methods, CHMs）。不同的约束处理方法对约束多目标优

化算法具有不同的影响，好的约束处理方法能够提高约束多目标优化算法对问题的求

解效率。目前来说，CMOEAs 面临的挑战是如何开发出合适的 CHMs 集成到 MOEAs

中来处理搜索过程中的约束条件。根据近年来的研究趋势，常见的约束处理方法分为

几类：罚函数法、约束和目标分离的方法以及混合方法等。 

2.2.1 罚函数法 

罚函数的总体思想是根据某一解中存在的约束违反量，在目标函数上加（或减）

一定的值，将约束优化问题转化为非约束优化问题。 

在数学编程中，考虑了两种惩罚函数：外部罚函数和内部罚函数。一般在进化算

法中都利用外部罚函数法，该方法不需要提供初始解，而内部罚函数法需要提供初始

的可行解，这对于解决实际问题可以说是致命的，所以本文中也主要围绕外部罚函数

法来进行介绍。 

进化算法中通常采用以下形式的外部惩罚函数： 

                      
1 1

( )
pn

i i j j

i j

x f x r G c L
= =

   ( )= [ + ]                    (2-3) 

其中 x( )是要优化的新目标函数， iG 和 jL 是分别是约束 ( )ig x 和 ( )jh x 的函数，最常见

的形式如公式所示， 和 的值通常是 1 或者 2。 ir 和 jc 都是正数，称之为惩罚因子。 

                           
j

max[0, ( )]

| ( ) |

i i

j

G g x

L h x





 =


=
                         (2-4) 

罚函数既可以处理等式约束，也可以处理不等式约束，通常的方法是将等式约束

转换为如下形式的不等式约束。其中 是可容忍的正容差值，一般是非常小的数。 

                              | ( ) | 0jh x −                             (2-5) 

如何确定惩罚因子和构造惩罚函数是非常关键的，基于此，逐渐形成了几种不同

的罚函数方法，包括死罚函数法、静态罚函数法、动态罚函数法以及自适应罚函数法。 

1）死罚函数法 

死罚函数法，拒绝一切不可行的个体（也叫“死刑”），可能是处理约束最简单的

方法，而且它在计算上也很有效率，因为当某个解违反了一个约束条件，它就被拒绝

再次生成[58]。因此，不需要进一步的计算来估计这种解决方案的不可行程度，但这种

方法在可行域非常小的优化问题上几乎处于停滞状态。
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2）静态罚函数法 

静态罚函数法（Static penalty functions）是 Homaifar, Lai and Qi 提出的方法[59]，

在这一类方法下，惩罚因子不以任何方式来依赖当前代数，而是在整个进化过程中保

持恒定。其定义的约束违反程度以及与之相关的惩罚因子如下所示： 

                   
2

,

1

fitness( )= ( )+ ( max[0, ( )] )
m

k i i

i

x f x R g x
=

                  (2-6) 

其中 ,k iR 为惩罚系数，m 是总的约束数量， ( )f x 是未惩罚的目标函数， 1,2, ,k l= ，

l 是由用户定义的违反程度的数目。但这种方法惩罚因子设置依赖实际问题，在整个

进化过程中保持相同的惩罚因子从某种角度来说实际效果并不佳。 

3）动态罚函数法 

动态罚函数（Dynamic penalty functions）在这一类别中，考虑了任何惩罚函数，

其中当前的代数参与了相应的惩罚因子的计算（通常惩罚因子的定义方式是随时间增

加—即随代数增加）[60]。具体的惩罚函数形式构造如下： 

                     fitness( )= ( )+( ) ( , )x f x C t SVC x                      (2-7) 

C ， ，  是由用户定义的预设参数， t 表示当前种群代数。 

                       
1 1

( , )= ( ) ( )
pn

i j

i j

SVC x D x D x
= =

+                      (2-8) 

                   
           

  
0 ( ) 0

( ) 1
| ( ) |, otherwis

 
  e

 
i

i

i

g x
D x i n

g x


=  


，
                  (2-9) 

                 
0 ( )

( ) 1
|

            -
    

( ) |  , othe rwise

j

j

j

h x
D x j p

h x

  
=  


，
               (2-10) 

4）自适应罚函数法 

自适应罚函数法（Adaptive penalty functions）是由 Bean 和 Hadj-Alouane 开发了

一种使用惩罚函数的方法[61]，该函数从搜索过程中获得反馈。每个个体都由下列公式

进行评估： 

                  
2

1 1

fitness( )= ( )+ (t)[ ( ) | ( ) |]
pn

i j

i j

x f x g x h x
= =

+                  (2-11) 

(t) 在每一代的更新根据下列规则： 

                    

1

2

(t) / , if case occurs

(t+1)= . (t) if case occurs

(t)

     

       

       Otherw ise 

 

  










，

，

                  (2-12) 
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其中
1 2 1   ，情况 1 和 2 表示最后 k 次迭代中的最佳个体总是可行的(case   )或是

总是不可行的( case   )。换句话说，如果最后 k 代中所有的最佳个体都是可行的，则

t 1+ 代的惩罚分量 (t 1) + 减少；如果它们都是不可行的，则惩罚分量会增加。这种方

法试图避免拥有一个全部可行或全部不可行的种群，最近的约束处理方法也倾向于关

注这个问题。 

惩罚函数的主要问题是，对于一个任意问题，惩罚函数中所采用的理想惩罚因子

不能先验地知道。如果采用的惩罚系数过高或过低，那么就会出现以下问题。如果惩

罚过高，而最优值位于可行区域的边界，EA 将很快被推入可行区域内，无法再向边

界与不可行区域移动。另一方面，如果惩罚过低，由于惩罚对目标函数的影响可以忽

略不计，因此大量的搜索时间将被用于探索不可行区域。 

2.2.2 约束和目标分离方法 

约束和目标分离的方法是当前进化算法中最广泛使用的一类约束处理机制。与罚

函数将目标函数和约束函数结合起来处理不同，约束和目标分离方法的核心是将目标

和约束分开进行处理，一方面构建新的罚函数的参数设置问题是可以有效避免的，另

一方面也充分考虑到了目标函数的优化以及约束的有效处理。 

1）约束支配原则 

约束支配原则（CDP）是 Deb 教授提出的[62]，是目前启发式算法中最常用的约束

处理机制。在这种方法中，采用以下规则对个体进行比较。其一，可行个体总是要优

于不可行个体；其二，当两个个体都是可行解时，具有更好适应度值的解优于适应度

差的解；其三，当两个解都是不可行解时，具有约束违反值小的解要优于约束违反值

大的解。 

                        
1

[ Max(0, ( ))]
i p

worst i

i

x f g x
=

=

( )= +                    (2-13) 

其中 x( )表示个体约束违反值的大小， worstf 代表最差可行个体的适应度。 ( )ig x 是一

个不等式约束，所有的约束都可转化为不等式约束。 

2）Epsilon 处理方法 

Epsilon 约束处理方法，由 Takahama 和 Sakai 在 Deb 教授提出的 CDP 原则上提

出的[63]，它通过 值的大小来控制约束放松。对于两个解 1x 和 2x ， 1 和 2 分别是对

应的约束违反值， 1f 和 2f 分别是对应的目标函数值，Epsilon 比较准则定义如下： 

                

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

, if ,

( , ) ( , ) ,

  

 if

, otherwi e

 

 s

f f

f f f f

  

   

 

  


   =
 

             (2-14) 
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1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

, if ,

( , ) ( , ) ,

  

 if

, otherwi e

 

 s

f f

f f f f

  

   

 

  


   =
 

             (2-15) 

如果两个解的约束违反都小于 时，目标函数值小的解是优于目标函数值大的解；

如果两个解的约束违反相等时，同样的，目标函数值小的解优于目标函数值大的解；

否则，约束违反值小的解要比约束违反大的解更优。值得注意的是，当 0 = 时，epsilon

比较方法等同于 CDP 处理原则；当 = 时，不需要考虑任何约束，意味着任意两个

解的比较等同于对目标函数值的非支配排序。 

3）随机排序法 

Runarsson 和 Yao 提出了随机排序法（Stochastic Ranking，SR）[64]，这类方法的

优势是不需要定义任何惩罚因子，而是基于气泡排序算法的随机排序过程，通过一个

用户定义参数 fP 来达到目标和惩罚函数的平衡。对于任何一对相邻的两个个体，如

果这两个个体都是可行的，那么根据目标函数比较它们的概率是一样的，通过直接比

较个体的适应度值，适应度值好的个体则保留进入下一代。否则，即当两个个体有一

个不是可行区域的解或都是不可行解时，设置一个概率 fP ，以概率 fP 按照目标适应

值大小对解进行排序，保留适应度好的个体，以概率1 fP− 按照约束违反程度对解进

行排序，保留约束违反程度低的个体。 

以上三种目标与约束分离的方法是将种群分为可行和不可行部分，然后通过不同

的方法比较来保留精英个体。但在解决不可行区域比例较低的 CMOPs 由于没有把不

可行的解处理得最好，所以在某些多目标约束问题上并不能取得非常满意的结果。 

2.2.3 混合方法 

没有一个最先进的约束处理方法（Constraint Handling Method，CHM）能够在每

个问题上都能胜过其他所有的 CHM，因为每个 CHM 都有自己的优势，或者只适合

于某一问题。基于这一点，为了利用每个 CHM 的优势，不同 CHM 的组合逐渐得到

了新的发展,也就是混合方法。这类方法结合几种不同约束处理方法对约束进行处理，

通过应用几种现有的约束处理方法进行综合进而改善算法的性能。 

自适应均衡模型[65]（Adaptive Trade-off Model，ATM）将种群的进化过程分为了

三个不同的阶段，且不同的阶段使用了包括多目标方法和自适应罚函数法两种不一样

的约束处理机制，从而提高算法的性能。 

约束处理技术的集成框架[66]（Ensemble of Constraint Handling Techniques，ECHT）

应用了多种群策略的方式，在不同的种群中使用不同的约束处理机制，且种群之间通

过相互学习处理复杂的搜索情景。 
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为了进一步提高 CHMs 的组合性能，Hsieh 等人将罚函数和 比较方法结合在一

起开发了一种混合约束处理机制[67]，它将每个约束的 值分别关联起来，然后在搜索

过程中应用惩罚方法在 不可行的区域进行搜索。 

Mani 等人提出了双种群的自适应协同方法[68]，该方法利用了 Deb 提出的可行性

规则和自适应惩罚函数两种方法的最佳特点，每个种群独立使用一种约束处理技术，

在每个周期结束时交换部分种群，双种群中个体彼此相互指导。通过自适应惩罚因子

法可以更好地进行探索，同时，通过可行性规则法可以保证最优解的可行性。 

如上所述，CHMs 的关键问题是如何在整个搜索过程中处理不可行的个体。低可

行比的 CMOPs 的搜索过程有两个阶段，一是无可行解阶段；二是包含可行解阶段。

一个有效的约束处理技术应考虑两个方面的问题，其一是利用不可行个体的优势，引

导种群从不同的不可行区域进入可行区域；其二要尽可能快速接近最优可行区域。在

这两个阶段，约束处理技术需要同时考虑所有目标和约束。但在无可行解的阶段，现

有的约束处理方法往往忽略了个体之间的分布情况，导致找不到可行解或易陷入局部

最优解。基于此，设置行之有效的约束处理机制对于算法在进化过程中跨越不可行区

域，在搜索空间中有效寻找最优个体具有非常重要的指导意义。 

2.3 测试问题集 

测试问题对于评估 MOEAs 的质量和设计 MOEAs 都是非常重要的。一方面这些

测试问题的来源是抽象自现实世界中的实际问题，具备一定的现实含义；另一方面能

有效验证算法的综合性能。针对约束多目标优化问题，近年来也设计了一些测试问题

集，基于本文面向的研究，所以围绕以下几个广泛使用的约束多目标测试问题集进行

简要介绍。 

1）DTLZ 测试组件 

Deb 等人创建的 DTLZ 基准问题套件与大多数多目标测试问题不同，该问题可扩

展到任何数量的目标，并且可以有任意数目个决策变量[69]。因为变量数与目标数易于

控制，所以 DTLZ 函数集被广泛应用于多目标优化问题当中作为标准测试函数。DTLZ

测试套件包括 9 个测试问题。DTLZ1-DTLZ4 的目标归类为可分离的，PF 是连续且非

退化的；DTLZ5 和 DTLZ6 是退化的帕累托最优前沿的问题；DTLZ7 在 Pareto 最优

集和 Pareto 最优帕累托前沿是断开的的。DTLZ8 和 DTLZ9 是后续的扩展。 

DTLZ1 问题定义如下： 
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

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
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

= + − − −




           (2-16) 

其中 [0,1]( 1,2, , )ix i n = ，决策变量总数为 + 1n M k= − ， MX 表示决策变量后的 

1k n M= − + 个变量。函数 (X )Mg 中的 |X |M 包含 k 个变量且满足 (X ) 0Mg  。 

2）MOP1-7 测试集 

MOP1-7 是 Liu 提出的 ZDT 和 DTLZ 的修改版本[70]，修改后的函数中使用的 (x)g

函数与原始版本中的函数不同。根据测试问题集在搜索空间的有偏性或无偏性，即搜

索空间中均匀分布的决策向量样本是否映射到目标空间中均匀分布的目标向量集。而

MOP1-7 具有偏向性搜索空间的特性，即目标不平衡特性。 

MOP1 问题定义如下： 

                 

1 1

2 1

2 0.6
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
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= +
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= − +

 = −

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

x x

x x

x

x

               (2-17) 

对应帕累托前沿是 2 11f f= + ，其中 1f 的范围是[0,1]，对应的帕累托最优解集是

1sin(0.5 ), 1, njx x j == ，其中 1x 的范围是[0,1]。 

3）DAS-CMOPs 测试集 

Fan 等人针对现有约束多目标测试问题的不足，通过使用三种难度类型表征约束

函数，即约束具有多样性困难、可行性困难和收敛性困难[71]。实现了难度可调、目标

和约束可扩展的约束多目标测试问题构建框架，能够全面综合评估约束多目标进化算

法在单一难度或多种难度下的性能。 

DAS-CMOP1 问题目标定义如下: 
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                 (2-18) 

具有多样性困难、可行性困难、收敛性困难的约束函数： 
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其中 1( )c x 是多样性约束， 0a  ， [ 1,1]b − ，是多样性难度等级参数。 2 ( )c x 是可行

性约束， [0,1]  代表难度等级。 ( )kc x 是收敛性约束， 表示难度等级，其范围是[0,1]。 

从多目标优化的早期一直到现在，可扩展的测试问题也一直备受关注，可扩展测

试问题的不同特点促进了对不同机制形成多目标方法的研究和评价。但是，测试问题

之间的属性差异很大，且不同问题之间可以互补。这样，多目标方法就可以在不同的

问题上进行不同特征的测试，表现良好的方法就会成为解决现实世界问题的良好候选

者。因此，一个多目标测试问题应该包括各种特性，以模拟在现实世界问题中观察到

的特性。 

2.4 本章小结 

本章首先主要围绕多目标约束优化问题展开了介绍，引入了 Pareto 支配关系、

Pareto 最优解集、Pareto 前沿等与多目标优化问题有关的概念。然后介绍了针对处理

约束多目标优化问题的现有主流约束处理方法。最后简要介绍了一些常用的约束多目

标测试问题集，为之后展开研究提供基础理论依据。 
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第 3 章 M2M-IEspilon 约束多目标进化算法 

对比单目标优化问题、无约束优化问题，约束多目标优化问题不仅仅是要同时优

化多个相互冲突的目标，还必须考虑由于约束存在带来的系列影响。由于约束条件的

存在，增加了搜索空间的复杂度，比如不可行区域较大的情况，如何高效探索可行区

域是对于算法来说是非常重要的；其次现有多目标进化算法往往倾向于不考虑约束而

单独讨论算法的收敛性、多样性，在一定程度并不能完全反应算法的有效性。所以综

合考虑、设计约束多目标进化算法，应常常从可行性、收敛性及多样性之间的平衡作

为算法设计的出发点。本章从这些点出发，重点研究有效处理约束和目标的约束多目

标优化进化算法的设计。 

近年来，不平衡多目标优化问题也逐渐得到学者们的关注。在一些实际的优化问

题中，目标是不平衡的。而现实世界的优化问题通常也有一系列的约束，比如机械臂

的设计、焊接梁等实际工程问题；无线传感器网络、云计算网络等通信计算领域的实

际优化问题等。因此，具有不平衡目标的 CMOPs 问题值得科研工作者深入探究。在

本文中，重点关注解决约束同时具有收敛性困难和多样性困难的不平衡 CMOPs，为

处理这类不平衡的 CMOPs，本文提出了一种混合 CMOEAs，命名为 M2M-IEpsilon。

即在 M2M 框架中嵌入 IEpsilon 约束处理方法来处理约束，它分别采用了两种机制

M2M 和 IEpsilon。首先，采用一种基于分解的方法（M2M）来处理不平衡的目标，

此框架有助于维持工作种群的多样性。其次，采用了 IEpsilon 约束处理方法来提高算

法的收敛性和多样性。在 M2M-IEpsilon 中，这两种机制结合用来解决约束同时具有

多样性难度和收敛性难度的不平衡 CMOPs，使算法获得较好的性能效果。另外，为

有效测试 M2M-IEspilon 的性能和效率，设计了一组新的约束测试问题集，这类问题

集的统一特性是，目标不平衡且约束同时具有多样性难度和收敛性难度，称之为 ICD-

CMOPs。在本章中，首先介绍文章使用的两种关键技术，一是基于分解的多目标进化

算法，二是改进的 Epsilon 约束处理方法，然后详细介绍 M2M-IEspilon 算法的核心框

架。最后介绍了提出的约束同时具有多样性难度和收敛性难度的不平衡 CMOPs，即

ICD-CMOPs。 

3.1 M2M 分解方法 

M2M 方法是刘海林教授在近几年提出的基于分解的进化算法[70]，众多研究表明

该方法在解决不平衡多目标优化问题上具有极大优势，目前已经成为独立的一类分解

方法并得到了越来越多的应用。M2M 方法的主要思想是将一个多目标优化问题按照
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方向向量分解成一组简单的多目标优化子问题。这些子问题以协作的方式被解决，有

助于维持工作种群的多样性。 

在 M2M 中，分解是在目标空间进行的。具体来说, 在目标空间的第一个象限上，

目标空间
m

+R 中的 J 个方向向量 1, , jv v 被选择，方向向量在目标空间是均匀分布的。

然后目标空间被划分为 J 个子区域 1, , JP P 。子区域 jP 定义如下所示： 

                | , ,   for any 1, ,{ }m j i

jP u u v u v i J+      == R                (3-1) 

其中 , iu v 是向量u 和方向向量 iv 之间的最小夹角。为了在每个子区域搜索最优解，

M2M 将种群分解成 J 个子种群，每个子种群对应一个多目标子问题。子问题可以表

示为公式 3-2： 

                      

1

,1

minimize ( ) ( ( ),..., ( ))

subj

  

ect to [ ,   

               

]

 ( )

m

n

i ii

j

x f x f x

x a b

F x P

=

=













F

                    (3-2) 

图 3-1 显示了使用 M2M 分解方法的种群分解结果，目标数量为 2 且子区域的数

目 5J = 时。如下图所示，目标空间被分为5个子区域，每个子区域有 S 个个体，1 5, ,v v

是五个均匀分布的方向向量。通过以上分解，可以知道每一个个体都只能属于一个子

区域，即一个子种群。这意味着每个子种群是相互独立的，每个子种群的进化不会影

响其他子种群。这对于维持种群多样性方面发挥了重要的影响，尤其是对于解决不平

衡多目标优化问题是非常具有优越性的。 

 

图 3-1 M2M 种群分解方法 

3.2 IEpsilon 约束处理方法 

原有的 约束处理方法通过动态的调整 值可以控制约束放松，但 值的设定在

进化过程中总是减少的，在 小于不可行解中约束违反最小值的条件下，Epsilon 约
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束处理方法的表现与 CDP 一样。不可行解个体之间的比较仅仅基于约束违反，不可

行解较多的情况下，意味着不能很好地保证群体的收敛性，这不太适合解决具有大不

可行区域的 CMOPs。基于此，为了克服 约束处理方法在处理大不可行区域的缺点，

改进的 约束处理方法最近被提出。 

改进的 约束处理方法，称为 IEpsilon[72]，可以根据可行解在当前种群中的比例

动态调整约束违反的松弛，帮助种群跨越较大的不可行区域。关于 IEpsilon 的具体设

置说明如下。 

             

rule1: ( ),

rule2 : (1 ) ( 1),

rule3 : (1 )

rul

if  0

if  and  

, if  and 

if  e4 : 0,

 ( ) k c

k cmax

c

k

r k T

r k T

k

x

T

k
k










 




−

=

 



−





+




=





           (3-3) 

其中 ( )k 是第 k 代的 值。 ( )k x 是初始种群中最高 个体的总体约束违反， kr 是第

k 代中可行解占总解的比例。 用于可行区域和不可行区域之间搜索偏好的控制，其

范围为[0,1]。 cT 是控制代数， 用来控制减小约束松弛的速度，其范围为[0,1]。如果

kr  且 ck T ，根据规则 2 来设置 ( )k 的值，设置为 (1 ) ( 1)k − − 并呈现指数递减，

能有助于增强在可行区域的探索。此外， 还用于控制规则 3 中的比例因子，增大约

束松弛的速度，如果 kr  且 ck T ， ( )k 则设置为 (1 ) max + ，用来加强不可行区域

的探索。 max 表示到目前为止发现的最大总体约束违反。当 ck T ， ( )k 设置为零，

以专注于寻找可行的解决方案，如规则 4 所示。 

IEpsilon 约束处理方法能够在探索可行区域和不可行区域之间保持良好的平衡，

根据种群的状态自适应的调整 值，有能力解决约束同时具有收敛性难度和多样性难

度的 CMOPs。 

3.3 M2M-IEpsilon 

基于上述 M2M 分解方法和 IEpsilon 约束处理技术的特性，本节试图将 IEpsilon

约束处理机制嵌入 M2M 算法框架中，提出了一种新的约束多目标进化算法—M2M-

IEpsilon，旨在解决约束同时具有多样性难度和收敛性难度的不平衡 CMOPs。在本节

中，详述了 M2M-IEpsilon 约束多目标进化算法的核心框架。M2M-IEpsilon 整体框架

流程如算法 3-1 所示，算法框架包括了几个主要步骤:种群初始化、子代解的生成、更

新 的值、选解、算法终止等几个主要关键步骤。具体步骤的情况将在后面小节详细

给出描述。 
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3.3.1 M2M-IEpsilon 的算法框架 

 

算法 3-1 M2M-IEpsilon 算法框架 

 

输入: 

 J ：子问题的数目； 

 J 个单位方向向量： 1, , jv v ； 

 S ：子种群的大小； 

 Q：个体解的集合以及对应函数值；  

 maxT ：最大代数； 

 cT ： ( )k 的控制代数； 

 IEpsilon 中的参数 、 ； 

输出:可行非支配解集。  

1 初始化： 

2 根据算法 3-2 将种群分解为 J 个子种群 1, , JP P ，每个子种群由 S 个个体组成。 

3 根据等式 3-3 初始化 (0) , kr 和 max ； 

4 while maxgen T  do 

5  for 1j   to J  do 

6   foreach jx P  do 

7    从 jP 中随机选择个体 y ； 

8    个体 x 和个体 y 统一应用遗传操作生成新的解 z ； 

9    计算 ( )F z ； 

10    : { }R R z=  ； 

11   end  

12   1: ( )J

j jQ R P==   ； 

13   根据等式 3-1 和等式 3-2 使用Q来设置 1, , JP P ； 

14  end 

15  if 0k   then 

16  ( , , )( )= , ,k ck UpdateEpsilon r T k   ； 

17  end  

18  for 1j   to J  do 

19    
fea

| (= ) ( )j jP y P y k   ； 

20   
inf

| (= ) ( )j jP y P y k   ； 
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21   if | |jP  S  then 

22    随机选择 | |jS P− 加入 jP 中； 

23   end 

24   if jP S  then 

25    if 
fea

|| jP S  then 

26    使用 NSGA-II 从
feajP 选择 S 个解； 

27    else if 
fea

|| jP S  then 

28    根据
infjP 中每个解的约束违反情况以升序进行排序，并先选择 

fea
| |jS P− 个排序靠前解和所有的

feajP 个体进入下一代。 

29    end  

30   end 

31  end 

32  gen=gen+1； 

33 end 

34 输出：最优解集。 

 

3.3.2 种群初始化 

在开始阶段，第 2-3 行是算法初始化。第 2 行，将工作种群根据 M2M 分解方法

分解为 J 个子种群，子种群与均匀分布的方向向量 1, , jv v 相关联，每个子总体包含

S 个个体，细节如算法 3-2 所示。在算法 3-2 中，第 2-7 行根据等式 3-2 和等式 3-2 初

始化 jP ，因此，获得 J 个子区域 1, , JP P 。第 3 行初始化了 M2M-IEpsilon 中的几个参

数，包括 (0) 的值，k 代中可行解的比例 kr ，以及到目前为止发现的最大总体约束违

反 max 等。 

 

算法 3-2 子种群的分解框架 

1 Function - ( , , )output AllocationSub pop Q S J=  

2  for 1j   to J  

3   根据等式 3-1 和等式 3-2 初始化 jP ； 

4   // Q：个体解的集合和对应的函数值； 

5   // J ：子问题的数量； 

6   // S ：子种群的大小； 

7  end 
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8  return 1, , JP P  

9 end 

 

3.3.3 子代个体生成 

第 5-14 行显示了使用遗传算子为每个子群体产生新子代的过程。对于 jP 中的每

个个体 x ，首先从 jP 中随机选择个体 y ，运用遗传操作算子生成新的子代 z ，计算对

应的函数值，并在第 13 行，根据等式 3-1 和等式 3-2 使用Q来设置 1, , JP P 。 

3.3.4 更新 ( )k 的值 

第 15-17 行是 ( )k 值的更新过程，详见算法 3-3。在算法 3-3 中， ( )k 的值根据

等式 3-3 中的规则设置。在算法 3-3 中，第 2-3 行，如果可行解的比例 kr 小于预定义

参数 ，且生成计数器 k 小于控制代数 cT ，则 ( )k 设置为 (1 ) ( 1)k − − 。在第 4-5 行

中，可行解的比例 kr 等于或大于预定义参数 ，生成计数器 k 小于控制代数 cT ，将 ( )k

设置为 (1 ) max + 。在第 6-7 行中，当生成计数器 k 等于或大于控制代数 cT 时， ( )k 被

设置为零。 

 

算法 3-3 更新 Epsilon 的值

 

1 Function ( , , )( )= , ,k ck UpdateEpsilon r T k    

2  if kr   and ck T  then 

3   ( )=(1 ) ( 1)k k  − −  

4  else if kr   and ck T  then 

5   ( )=(1 ) maxk  +  

6  else if ck T  then 

7   ( )=0k  

8  end 

9  return ( )k  

10 end 

 

3.3.5 选解 

第 18-31 行描述了每个子种群的更新过程，根据 ( )k 的值定义可行解
fea

| |jP （第

19 行所示）和不可行解
infjP （第 20 行所示）。具体来说，在第 21-23 行，如果子区域

jP 的个体数小于 S ，则从整个种群中随机选取 | |jS P− 解，将其加入 jP 中。第24-30行，
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如果子区域 jP 的个体数大于 S ，采用两种策略来选择 S 个解。当
fea

| |jP 个数等于或大

于 S 时，我们利用 NSGA-II 从
fea

| |jP 中选取 S 个解。否则，我们首先选择
fea

| |jP 中的所

有解到下一代，然后，将
infjP 中的所有解都按照约束违反情况进行升序排序，并将

fea
| |jS P− 个约束违反小的解选择进入下一代。 

3.4 测试函数设计 

由于科学和工程领域中带约束的目标优化问题比比皆是，人们对于约束多目标优

化的兴趣越来越大。在相关的研究中，CMOPs 常常作为基准测试算法的重要工具，

这进一步推动一些设计新的 CMOPs 的研究工作。在前面的工作中已经提及 M2M-

IEpsilon 算法使用的两种机制具有解决约束同时具有多样性难度和收敛性难度的不平

衡 CMOPs, 而现有的 CMOPs 往往只单独关注目标或者约束，而没有综合去考虑目标

空间的复杂性和约束阻碍算法接近帕累托前沿的不可行障碍。基于此，为了验证

M2M-IEpsilon 算法的有效性，本节提出了一组约束同时具有多样性难度和收敛性难

度的不平衡 CMOPs，命名为 ICD-CMOPs。 

3.4.1 测试问题集设计背景 

测试问题对于评估 MOEAs 和设计 MOEAs 都是十分重要的，一个理想的 CMOP

应该同时考虑目标空间的复杂性和接近帕累托前沿的不可行障碍。然而，大多数相关

研究只单独关注这两个挑战。例如，大多数可扩展的测试问题(如 DTLZ[73]、WFG[74]

和 MaF[75])只包含边界约束。CTP[76]和 CF[77]测试问题集目标空间维度固定，目标数量

不可伸缩。综合考虑目标、约束等各方面对约束多目标优化问题的设计也已经成为了

设计 CMOPs 的一大热点。 

DAC-CMOPs 是一类具有难度可控制，目标和约束数量可调的多目标测试问题集

[71]。首次对约束问题的难度进行了定义，即多样性困难、可行性困难和收敛性困难。

三种难度类型的约束能够任意组合，构成同时具有多种难度类型的约束多目标测试问

题。每种约束类型的难度都可以自由调整，问题可以进行自由定制，能够全面综合评

估约束多目标进化算法在单一难度或多种难度下的性能。 

Zhou 等人构建了一个新的 16 个可扩展和约束涵盖各种类型的测试问题集[78]，该

框架将决策变量拆分为位置和距离变量，并强制其最优值位于一个非线性超曲面上，

从而在位置变量之间和距离变量之间分别引入相互依赖关系。在这个框架中，引入了

收敛性难度和多样性难度两种约束条件。第一种在接近最优值的过程中引入了不可行

的障碍，同时令位置变量和距离变量相互关联。第二种限制了可行的最优区域，从而

可以得到不同形状的 Pareto 前沿。 

从以上研究发现，考虑目标、约束等各方面因素对约束多目标优化问题集的设计
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也逐渐有了新的发展。实际问题的复杂和多变性，现实问题在优化目标函数时需要满

足许多的约束条件，那么综合考虑目标空间的复杂多变性以及不同类别约束导致收敛

到帕累托前沿的困难也将成为下一步研究方向。从现有的研究中发现，针对目标不平

衡的约束多目标测试问题集的设计较少，基于以上考虑，设计同时具有多样性和收敛

性困难的不平衡测试函数对于评价 M2M-IEpsilon 的性能非常有必要，对于研究约束

多目标进化算法的发展有积极促进作用。 

为了更清楚的了解关于不平衡问题以及约束具有多样性和收敛性困难的 CMOPs，

下文结合图形化的思想来解释这两个概念。 

不平衡问题[79]，如果 PF 的某个特定子集（称“有利”的子集）满足以下条件。

即与有利子集对应的优化子问题的复杂度明显低于 PF 的另一部分（“不利”子集）对

应的子问题的复杂度。其二，在可行的变量空间中，有利子集的帕累托集（PS）比不

利子集的 PS 占主导地位要大得多。在这类问题中，种群在进化过程中，算法往往倾

向于收敛到 PF 容易满足约束的部分，这就意味着有利的 PF 比较容易找到，而相对

应的 PS 占据了大部分的可行搜索空间，进而导致算法很难找到整个 PF。 

 

图 3-2 不平衡搜索空间示例 

图 3-2(a)绘制了一个不平衡 MOP 的搜索空间。其中 A 和 B 分别代表不同的区

域。区域 A 在搜索空间中对应的是一个非常小的区域，A 中的每一个点都支配着区

域 B 中的任何一个点。完整的区域 A 映射到目标空间图 3-2(b)成为帕累托最优解的

一部分（红色标记），并且位于 PF 的有利子集中，而区域 B 映射到目标空间图 3-2(b)

也同样成为帕累托最优解的一部分（蓝色标记），位于 PF 的不利子集中。所以，大部

分 MOEAs 很容易被困在区域 A 中，也就意味着大部分解会更多的收敛于 PF 的有利

子集 A 中，从而导致算法很难找到整个 PF，算法的多样性也就缺失了。 

通常来讲，具有多样性困难的 CMOPs 的 PF 有许多离散的片段。而具有收敛性

困难的 CMOEAs 阻碍了 CMOEAs 向 PFs 的收敛。通常，CMOEAs 在获得 PFs 时会



汕头大学硕士学位论文 

29 

 

遇到更多的困难，因为当它们收敛到 PFs 时，不可行的区域会阻碍它们。 

图 3-3 描绘了约束具有多样性难度的不平衡约束多目标测试问题的可行区域（绿

色区域标记）、在约束条件下的帕累托前沿（红色曲线）、无约束条件下的帕累托前沿

（蓝色曲线）。引入这种约束之后，真实帕累托前沿分段分布。 

 

图 3-3 约束具有多样性困难的 CMOP 示例 

图 3-4 描绘了约束具有多样性难度和收敛性难度的不平衡约束多目标测试问题

的可行区域（绿色区域标记）、在约束条件下的帕累托前沿（红色曲线）、无约束条件

下的帕累托前沿（蓝色曲线）。引入这两种约束之后，真实帕累托前沿分段分布且目

标搜索空间的可行区域较小，这就导致算法在可行区域和不可行区域的平衡搜索能力

的难度加大以及维持算法的多样性和收敛性更加具有难度。 

 

图 3-4 约束具有多样性和收敛性困难的 CMOP 示例 

3.4.2 测试问题细节描述 

在本章中，主要研究了解决同时具有收敛性困难和多样性困难的不平衡 CMOPs。
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因此，依据 MOPs 与 DAS-CMOPs 设计了一组新的目标不平衡的约束多目标优化问

题，称为 ICD-CMOPs。其中 ICD-CMOPs 的目标函数与 MOPs[70] 的目标函数相同，

也就意味着它具有同 MOPs 的一般特性，即都是不平衡的。而约束函数来源于 DAC-

CMOPs[71]，具有多样性困难和收敛性困难。由 DAS-CMOPs 可知，对应难度级别可

以轻松通过一个三原组（， ， ）来进行设定，分别表示多样性、可行性以及收

敛性困难，且三个参数的取值范围为（0，1），可以根据实际需求自由调整。针对此

ICD-CMOPs 的约束函数问题的设计，本文只考虑了多样性和收敛性难度类型，因此

设定了一定的难度级别，分别为（0.5，0，0.5）。 

本文一共构造了 7 个约束测试函数，其中 ICD-CMOP1-5 的目标是二维的，ICD-

CMOP6-7 是三维目标函数，7 个约束测试函数的约束都同时具有多样性困难和收敛

性困难，难度等级相同。 

作为示例，具有不平衡双目标且约束同时具有多样性困难和收敛性困难的 CMOP

定义如下，其中目标函数的公式是： 

                    

1 1
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2 1
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对应帕累托前沿是 2 11f f= + ，其中 1f 的范围是[0,1]，对应的帕累托最优解集是

1sin(0.5 ), 1, njx x j == ，其中 1x 的范围是[0,1]。 

约束函数公式是： 
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其中 1( )c x 是多样性约束， 0a  ， [ 1,1]b − ，指定难度等级参数决定了b ,这里 =2 -1b  ，

帕累托前沿断开的段数由 a控制。此文中设定断开段数为 =10a ，多样性难度为 0.5，

所以 =0.5 ， =0b 。 ( )kc x 是收敛性约束，限制了目标的可达区域。 表示难度等级，  
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图 3-5 目标空间上测试问题 ICD-CMOP1-7 的可行区域、无约束 PF、有约束 PF 的分布情况 
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其范围是[0,1]，本文设定难度等级为 0.5。随着、 设定值的增加，多样性难度和收

敛性难度也随之增加，对应真实帕累托前沿的断开数会更多和不可行区域也会变大。 

为了更直观的观察到这七个目标不平衡且约束具约束同时具有多样性困难和收

敛性困难的测试函数，图 3-5 展示了 7 个函数在目标空间的可行区域、不可行区域、

约束 PF、无约束 PF 的分布情况。具体目标函数和约束函数详见附录表格中。 

为了更好地理解 M2M-IEpsilon 处理 ICD-CMOPs 的过程，本文用例子来说明

M2M-IEpsilon 的优越性，以 ICD-CMOP2 问题为例。如果没有使用 IEpsilon 约束处理

机制，以 CM2M 为例，如图 3-6(a)所示，是一个种群的初始状态，种群中的大多数个

体远离实际的 PF，绝大部分个体都位于不可行区域。由于没有使用 IEpsilon 约束处

理机制，子种群一旦进入不可行区域之后便难以穿过不可行区。如图 3-6(b)所展示的

一样，大部分个体都陷入了不可行区域导致个体很难收敛到真实的 PF。如果没有使

用 M2M 分解方法，如图 3-7 展示了 MOEA/D-IEpsilon 的搜索过程，图 3-7(a)是种群

的初始状态，由于没有使用 M2M 机制，进化过程中部分个体难以穿越不可行区域且

容易陷入容易满足约束的地方，导致个体收敛到 PF 的有利子集中，从而没办法找到

整个 PF，算法的多样性也就难以维持。如图 3-7(b)所示，大部分个体陷入了不可行区

域且个体收敛到部分 PF。当使用 M2M 方法和 IEpsilon 约束处理方法之后。首先，通

过目标空间的 5 个方向向量 1, , jv v ，将目标空间分为了五个子区域 1, , JP P ，图 3-

8(a)是种群的初始状态，大多数个体都位于不可行区域。通过使用这两种机制，大多

数个体跨越了不可行区，如图 3-8(b)所示。一方面 M2M 方法有效保证个体均匀分布

在每个子区域，另一方面 IEpsilon 约束处理方法帮助种群跨越不可行区域，共同维持

多样性和收敛性的平衡，使得个体均匀分布并收敛到整个帕累托前沿。 

 

图 3-6 CM2M 方法搜索过程示例 
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图 3-7 MOEAD-IEpsilon 方法搜索过程示例 

 

图 3-8 M2M-IEpsilon 方法搜索过程示例 

3.5 本章小结 

本章首先提出了一个改进的 Epsilon 方法嵌入 M2M 框架中的约束多目标进化算

法（M2M-IEpsilon），用来解决约束同时存在多样性难度和收敛性难度的不平衡

CMOPs问题。其次，为了有效评估所提出算法M2M-IEpsilon的性能，针对现有CMOPs

只单独关注目标或者约束等单一性方面的难度，综合设计了目标不平衡且约束同时具

有多样性难度和收敛性难度的 CMOPs，即 ICD-CMOPs。下文将通过实验验证 M2M-

IEpsilon 在解决此类约束多目标优化问题上的有效性。
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第 4 章 实验研究 

本章中，对提出的算法 M2M-IEpsilon 的性能进行了综合实验研究，本章实验均

在 win 10 系统下 Matlab（版本 2018b）环境中对算法进行了仿真，通过对比实验验证

了提出算法的性能。 

4.1 实验设置 

为了评估提出 M2M-IEpsilon 算法的性能，M2M-IEpsilon 与 6 个最先进的约束多

目标进化算法，包括 CM2M[80]，CM2M2[81]，NSGA-II-CDP[38]，MOEA / D-CDP[82]，

PPS-MOEA / D[83]和 MOEA / D-IEpsilon[72]在 ICD-CMOP1-7 上进行实验测试。值得注

意的是，为保证实验的公平，7 种算法使用相同处理机制时的参数设置均相同，具体

参数设置如下: 

1）种群大小： 300N = 。 

2）变异概率 1/mP n= （ n是决策变量的数目），交叉概率 1.0CR = 。 

3）CM2M2 的参数设置：不可行权重 1N 设置为 90，可行权重 2N 设置为 210。 

4）终止条件：每个算法独立运行 30 次且当函数评估次数达到 300,000 次时停止

这些算法。 

5）对于双目标 CMOPs， J 设置为 10，在 M2M-IEpsilon、CM2M 和 CM2M2 方

法中，其中 J 是子问题的数量。 

6）对于三目标 CMOPs，J 设置为 15，在 M2M-IEpsilon、CM2M 和 CM2M2，其

中 J 是子问题的数量。 

7）M2M-IEpsilon 和 MOEA/D-IEpsilon 中 IEpsilon 方法的参数设置： 800cT = ，

0.95 = ， 0.1 = ， =0.05N 。 

8）PPS-MOEA/D 的参数设置： 800cT = ， 0.95 = ， 0.1 = ， 2cp = ， 20l = 。 

9）MOEA/D-CDP 的参数设置： 30T = ， 2rn = 。 

4.2 比较算法 

为了对所提出算法 M2M-IEpsilon 的性能进行有效评估，采用了其余 6 种

CMOEAs 进行算法实验对比，包括 CM2M[80]、CM2M[81]、NSGA-II-CDP[38]、MOEA/D-

CDP[82]、PPS-MOEA/D[83]和 MOEA/D- IEpsilon[72]，下面对每种算法进行简要描述。 

1）CM2M：CM2M 把一个多目标优化问题分解为一组优化子问题，这些子问题
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同时进行优化。在 CM2M 中，采用一种新的边界搜索和存档方法来处理约束问题。

具体地说，每个子问题对应于一个包含子种群和临时寄存器的存档。在子种群中记录

的是目标值较好和违反约束较少的个体，而临时寄存器则是由之前发现的一些个体组

成。 

2）CM2M2：CM2M2 在 MOEA/D-M2M 框架中使用有向权重求解 CMOPs。在

CM2M2 中，采用了两种有向权重，包括可行权重和不可行权重，这些权重分别分布

在可行区域和不可行区域上。利用一组可行权值来寻找一组分布良好的可行非支配解，

而利用一组不可行权值来维持一组多样化良好的不可行个体。同时，在进化过程中，

这些不可行权值被动态改变为更偏好目标值更好、约束违反更小的不可行个体。 

3）NSGA-II-CDP：NSGA-II-CDP 在非支配排序遗传算法中嵌入了 CDP 来处理

约束。NSGA-II 是最有效、最常用的 MOEAs 之一。在 NSGA-II-CDP 中，根据非支

配排序以及计算拥挤距离来选择下一子代个体。CDP 用于判断任意两个个体之间的

支配关系，2.2.2 小结已详细说明 CDP 如何确定两个个体的优劣关系。 

4）MOEA/D-CDP：MOEA/D-CDP 在 MOEA/D 中嵌入 CDP 来处理约束。MOEA/D

是最著名的基于分解的 MOEA 方法之一，它把一个多目标优化问题分解为若干个标

量优化子问题，并以协作的方式同时对每个子问题进行优化。在 MOEA/D 中，子问

题的定义是用权向量来定义的，子问题之间的邻域关系通过算出权向量的欧氏距离来

进行确定。同上所述，CDP 用于确定任意两个个体之间的优劣关系。 

5）PPS-MOEA/D：PPS-MOEA/D 在 MOEA/D 中嵌入了推拉搜索（PPS）来求解

CMOPs。提出的 PPS 算法将搜索过程分为两个不同的阶段：Push 阶段和 Pull 阶段。

在 Push 阶段，利用 MOEA/D 进化算法在不考虑任何约束的情况下探索搜索空间，有

助于快速跨越不可行区域，从而逼近无约束帕累托前沿。此外，约束违反程度的信息

也能够被探测和估计。在 Pull 阶段，采用改进的 Epsilon 约束处理机制并利用探测到

的约束违反信息，把整个种群拉回到可行的非支配区域，接近有约束的 PF 中。 

6）MOEA/D-IEpsilon：MOEA/D-IEpsilon 将改进的 Epsilon 约束处理方法集成到

MOEA/D 框架中处理约束。在 MOEA/D-IEpsilon 中，基于改进的约束处理方法对子

问题进行了更新。 

4.3 性能比较 

性能指标用于衡量 CMOEAs 获得的非支配解集的质量，在第 1.3 节已经描述了

现有的进化算法评价指标。在本文中，使用两种通用的指标，包括反转世代距离（IGD）

和超体积（HV）两种指标去评估比较算法的性能，这两个指标可以同时衡量最终获

得的非支配解集的收敛性和多样性。另外，M2M-IEpsilon 和其他 6 种 CMOEAs 之间
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在 0.05 显著性水平下的 Wilcoxon 秩和检验结果也用来评估算法的性能，†和‡表示对

应算法的性能分别明显低于或优于 M2M-IEpsilon，‘S-D-I’分别表示 M2M-IEpsilon

优于、无显著差异或劣于相应的比较 CMOEAs。 

表 4-1 M2M-IEpsilon 与其他 6 种算法在 ICD-CMOP1-7 上的 IGD 结果 

Test instances 
M2M-

IEpsilon 
CM2M CM2M2 

NSGA-

II-CDP 

MOEA/

D-CDP 

PPS-

MOEA/D 

MOEA/

D-

IEpsilon 

ICD-

CMOP1 

mean 
1.864 

E-02 

8.498 

E-02† 

1.486 

E-01† 

3.231 

E-01† 

3.116 

E-01† 

2.972 

E-01† 

2.622 

E-01† 

std 
3.435 

E-03 

3.062 

E-02 

3.275 

E-02 

1.288 

E-02 

4.874 

E-02 

6.516 

E-02 

7.197 

E-02 

ICD-

CMOP2 

mean 
1.206 

E-01 

2.262 

E-01† 

1.472 

E-01 

3.085 

E-01† 

2.730 

E-01† 

2.648 

E-01† 

2.662 

E-01† 

std 
8.591 

E-02 

6.088 

E-02 

6.211 

E-02 

2.563 

E-02 

7.499 

E-03 

5.664 

E-03 

1.599 

E-02 

ICD-

CMOP3 

mean 
2.045 

E-01 

3.224 

E-01† 

3.984 

E-01† 

8.539 

E-01† 

4.846 

E-01† 

6.365 

E-01† 

4.438 

E-01† 

std 
8.403 

E-02 

8.045 

E-02 

6.471 

E-02 

8.117 

E-02 

9.174 

E-02 

1.847 

E-01 

9.821 

E-02 

ICD-

CMOP4 

mean 
2.156 

E-02 

2.139 

E-01† 

8.499 

E-02† 

3.335 

E-01† 

2.855 

E-01† 

2.861 

E-01† 

2.856 

E-01† 

std 
5.175 

E-02 

7.353 

E-02 

6.053 

E-02 

2.387 

E-02 

1.496 

E-02 

1.216 

E-02 

4.306 

E-02 

ICD-

CMOP5 

mean 
4.991 

E-02 

1.272 

E-01† 

1.713 

E-01† 

2.931 

E-01† 

3.241 

E-01† 

3.093 

E-01† 

2.840 

E-01† 

std 
2.054 

E-02 

2.968 

E-02 

2.306 

E-02 

4.749 

E-02 

4.252 

E-03 

1.437 

E-02 

4.158 

E-02 

ICD-

CMOP6 

mean 
3.920 

E-01 

4.110 

E-01 

3.149 

E-01† 

8.050 

E-01† 

7.178 

E-01† 

3.517 

E-01 

7.258 

E-01† 

std 
1.192 

E-01 

1.182 

E-01 

1.016 

E-02 

9.639 

E-03 

1.550 

E-02 

4.736 

E-02 

2.651 

E-02 

ICD-

CMOP7 

mean 
4.917 

E-01 

5.442 

E-01† 

5.350 

E-01† 

7.466 

E-01† 

7.190 

E-01† 

4.000 

E-01† 

7.242 

E-01† 

std 
2.782 

E-02 

4.888 

E-02 

2.516 

E-02 

6.895 

E-03 

9.527 

E-03 

5.559 

E-02 

6.622 

E-03 

Wilcoxon-

Test(S-D-I) 
 6-1-0 6-1-0 7-0-0 7-0-0 6-1-0 7-0-0 

表 4-1 展示了 M2M-IEsiplon、CM2M、CM2M2、NSGA-II-CDP、MOEA/D- CDP、

PPS-MOEA/D 和 MOEA/D-IEpsilon 七种算法在 30 次独立运行之后的 IGD 指标的均
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值和方差，黑色加粗代表该算法在其对应问题上取得了较好的 IGD 值。根据表中

Wilcoxon 测试结果表明，在所有 ICD-CMOP1-7 测试集中，M2M-IEsiplon 明显优于

NSGAII-CDP、MOEA/D- CDP 和 MOEA/D- IEpsilon。对于 ICD-CMOP6, M2M-IEpsilon

具有与 CM2M 和 PPS-MOEA/D 相似的性能，即无显著性差异，在其他 6 个测试问题

中，M2M-IEpsilon 的性能显著优于 CM2M 和 PPS-MOEA/D。除 ICD-CMOP2 之外，

M2M-IEpsilon 在其余的 ICD-CMOPs 上明显比 CM2M2 更好。 

表 4-2 M2M-IEpsilon 与其他 6 种算法在 ICD-CMOP1-7 上的 HV 结果 

Test instances 
M2M-

IEpsilon 
CM2M CM2M2 

NSGA-

II-CDP 

MOEA/

D-CDP 

PPS-

MOEA/D 

MOEA/

D-

IEpsilon 

ICD-

CMOP1 

mean 
9.921 

E-01 

9.136 

E-01† 

8.560 

E-01† 

5.214 

E-01† 

5.508 

E-01† 

5.643 

E-01† 

6.212 

E-01† 

std 
4.339 

E-03 

3.881 

E-02 

1.966 

E-02 

2.464 

E-02 

8.769 

E-02 

1.151 

E-01 

1.325 

E-01 

ICD-

CMOP2 

mean 
4.983 

E-01 

4.367 

E-01† 

4.315 

E-01† 

2.602 

E-01† 

3.769 

E-01† 

3.844 

E-01† 

3.662 

E-01† 

std 
5.057 

E-02 

3.027 

E-02 

3.351 

E-02 

5.458 

E-02 

1.931 

E-02 

1.236 

E-02† 

4.243 

E-02 

ICD-

CMOP3 

mean 
3.659 

E-01 

2.837 

E-01† 

2.546 

E-01† 

2.393 

E-01† 

2.457 

E-01† 

2.541 

E-01 

2.393 

E-01† 

std 
7.724 

E-02 

6.309 

E-02 

2.825 

E-02 

8.469 

E-17 

2.587 

E-02 

4.047 

E-02† 

8.469 

E-17 

ICD-

CMOP4 

mean 
8.152 

E-01 

5.844 

E-01† 

7.245 

E-01† 

4.131 

E-01† 

5.108 

E-01† 

5.037 

E-01 

4.782 

E-01† 

std 
6.995 

E-02 

6.767 

E-02 

8.048 

E-02 

3.134 

E-02 

1.676 

E-02 

1.044 

E-02† 

5.834 

E-02 

ICD-

CMOP5 

mean 
9.472 

E-01 

8.215 

E-01† 

8.064 

E-01† 

6.138 

E-01† 

5.805 

E-01† 

5.879 

E-01 

6.063 

E-01† 

std 
2.353 

E-02 

4.121 

E-02 

1.974 

E-02 

5.995 

E-02 

0.000 

E+00 

7.503 

E-03 

5.754 

E-02 

ICD-

CMOP6 

mean 
1.899 

E-01 

1.728 

E-01† 

2.058 

E-01 

7.089 

E-03† 

8.987 

E-03† 

4.551 

E-01 

1.123 

E-02† 

std 
6.173 

E-02 

5.808 

E-02 

9.262 

E-03 

7.495 

E-04 

3.959 

E-03 

3.631 

E-02 

1.117E-

02 

ICD-

CMOP7 

mean 
3.224 

E-01 

2.587 

E-01† 

2.379 

E-01† 

1.410 

E-01† 

1.836 

E-01† 

5.610 

E-01 

1.754 

E-01† 

std 
3.325 

E-02 

3.566 

E-02 

2.841 

E-02 

6.999 

E-03 

8.906 

E-03 

3.240 

E-02 

7.550E-

03 

Wilcoxon-

Test(S-D-I) 
 7-0-0 6-1-0 7-0-0 7-0-0 5-2-0 7-0-0 
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图 4-2 每种算法在 ICD-CMOP1 上获得的非支配解集 
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图 4-3 每种算法在 ICD-CMOP2 上获得的非支配解集 
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图 4-4 每种算法在 ICD-CMOP4 上获得的非支配解集 
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表 4-2 显示了 7 种 CMOEAs 在 30 次独立测试中 ICD-CMOP1-7 的 HV 指标的均

值和方差，黑色加粗代表该算法在其对应问题上取得了较好的 HV 值。对于 ICD-

CMOP1-5，M2M-IEpsilon 在 HV 指标方面明显优于其他 6 个 CMOEAs。而 Wilcoxon

测试结果表明，在 ICD-CMOP6 中，M2M-IEsiplon 显著优于 CM2M、NSGA-II-CDP、

MOEA/D-CDP 和 MOEA/D- IEpsilon，而与 CM2M2 和 PPS-MOEA/D 的差异不显著。

ICD-CMOP7 中，M2M-IEsiplon 显著优于 CM2M、CM2M2、NSGA-II-CDP、MOEA/D-

CDP 和 MOEA/D-IEpsilon，而与 PPS-MOEA/D 无显著差异。从以上观察结果可以看

出，M2M-IEpsilon 在大多数 ICD-CMOPs 上的表现优于其他 6 个 CMOEAs。 

为了进一步讨论所提出算法 M2M-IEpsilon 在解决 ICD-CMOPs 上的优势，图 4-

2、图 4-3和图 4-4分别绘制了七种算法在 ICD-CMOP1、ICD-CMOP2以及 ICD-CMOP4

问题集上获得的 HV 中位值的非支配解集，红色圆圈代表算法获得的解，蓝色点表示

真实 PF。在图 4-2(a)、图 4-3(a)以及图 4-4(a)中，可以清楚地发现，所提出的 M2M-

IEpsilon 可以找到全部的真实 PFs，而其他 6 个 CMOEAs 只能收敛到部分真实 PFs。

有两个可能的原因，一是 ICD-CMOPs 的目标函数是不平衡的，只有 M2M 分解方法

才能有效地处理目标函数不平衡的 CMOPs。另一个原因是 ICD-CMOP2 具有多样性

难度和收敛性难度约束，这使得 CM2M 和 CM2M2 难以收敛到整个真实 PFs，因为

CM2M 和 CM2M2 没有特定的约束处理机制来处理同时具有多样性和收敛性难度约

束的 CMOPs。然而，所提出的 M2M-IEpsilon 具有跨越大的不可行区域并收敛到断开

的 PFs 的能力，这使得它在 ICD-CMOPs 上具有最好的性能。因此，提出的 M2M-

IEpsilon 在 ICD-CMOPs 上具有更好的性能。 

4.4 本章小结 

本章为了验证提出的混合CMOEA—M2M-IEpsilon在 ICD-CMOPs测试问题集上

的性能，M2M-IEpsilon 和其他 6 个最先进的 CMOEAs，包括 CM2M、CM2M2、NSGA-

II-CDP、MOEA/D-CDP、PPS-MOEA/D 和 MOEA/D-IEpsilon 进行了仿真实验研究。

IGD 和 HV 指标的结果、Wilcoxon 秩和检验以及上述部分 ICD-CMOPs 问题集上的帕

累托可视化优化结果都表明，所提出的 M2M-IEpsilon 在大多数 ICD-CMOPs 测试问

题上明显优于其他六种 CMOEA，表明了所提出的 M2M-IEpsilon 能有效处理目标不

平衡且约束同时具有多样性难度和收敛性难度的 CMOPs，具有跨越不可行区域，同

时提高算法的收敛性和多样性。
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第 5 章 M2M-IEpsilon 算法在减速器设计上的应用 

多目标优化一直是研究人员广泛贡献的一个重要领域，由于大多数工程科学问题

需要同时满足多个相互冲突的目标函数，多目标约束处理也就成为工程优化研究中最

活跃的领域之一。通过以上实验可以看出，提出的 M2M-IEpsilon 算法对于求解目标

不平衡且约束同时具有多样性困难和收敛性困难的 CMOPs 是有效的。在本章中，

M2M-IEpsilon 的性能将进一步在实际约束多目标优化工程问题上进行验证。本章围

绕典型的实际工程优化问题展开研究。 

5.1 减速器设计 

针对现实世界的约束多目标优化问题的建模、优化是数学、计算机科学等许多领

域学者研究的主要问题。大多数现实工程问题涉及多个目标且含有多个复杂约束，这

种情况使得约束多目标优化成为一项具有挑战性的任务，成为理论界和工程界研究的

热点。为了进一步揭示 M2M-IEpsilon 在现实问题中的适用性，选择减速器设计这一

广泛使用的工程优化问题进行了测试。 

减速器设计问题是由 Rao 提出[84]，现已广泛用来验证优化算法的性能，其结构

如图 5-1 所示，其中包括了 7 个连续决策变量和 11 个不等式约束。该问题的目标是

同时优化齿轮组的重量和轴的轴向变形。设计变量 1x 是齿轮面宽度； 2x 是齿模数量；

3x 是小齿轮的齿数； 4x 和 5x 分别是轴 1 和轴 2 的长度， 6x 和 7x 分别为轴 1 和轴 2 的

直径。不等式约束分别是 1( )g x 为齿轮弯曲应力的上限； 2 ( )g x 是齿轮接触应力的上界；

3 ( )g x 和 4 ( )g x 是轴的轴向变形； 5 ( )g x 和 7 ( )g x 是基于空间的尺寸限制； 8 ( )g x 和 9 ( )g x

是根据经验对轴的设计要求； 10 ( )g x 和 11( )g x 是齿轮轴中的应力约束。 

 

图 5-1 减速器设计问题 
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减速器设计问题的数学表达式如下所示： 

               

2 2

1 1 2 3

2 2

3 1 6 7

3 3 2 2

6 7 4 6 5 7

2 74

2 3

2 3

6

10
mininize (x) 0.7854 (

3

14.9334 43.0934) 1.508 ( )

7.4777( ) 0.7854( )

745( ) 1.69 10

minnize (x

     

)
0.1

    

f x x x

x x x x

x x x x x x

x

x x
f

x


= +


 − − +
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+ + + +

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
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

              (5-1) 

约束表达式和决策变量范围分别如下公式所示： 
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5.2 实验结果与分析 

同样的，对于减速器设计问题，M2M-IEpsilon 与 6 个最先进的约束多目标进化

算法,包括CM2M，CM2M2，NSGA-II-CDP，MOEA/D-CDP，PPS-MOEA/D和MOEA/D-

IEpsilon 在该问题上进行了实验测试。对于所有的算法，都进行了归一化处理，种群

大小设置为 100，最大函数评估次数设置为 30000。M2M-IEpsilon 和 MOEA/D-IEpsilon

中 IEpsilon 方法的参数设置 240cT = ， 0.75c = ， =0.95 。七种算法分别独立运行了

30 次，然后计算 IGD 和 HV 值的大小。值得注意的是，对于所有现实世界的优化问

题，真实的 Pareto 前沿是未知的，本文将所得到的七种算法的所有近似解集然后进行

非支配排序得到非支配解集，这组非支配解集就形成了真实 Pareto 最优集，作为减速

器设计问题的真实 PF。 

表 5-2 给出了 M2M-IEpsilon 与其他 6 种算法的 HV 和 IGD 指标的比较结果。黑

色加粗代表该算法在其对应问题上取得了较好的 HV 值和 IGD 值。从表中可以看出

在 HV 指标上，M2M-IEpsilon 的 HV 值是最高的。在 IGD 指标上，M2M-IEpsilo 获

得了最低的 IGD 值。两个指标结果都表明 M2M-IEpsilon 算法在该减速器设计问题上

获得了第一，显著优于其他 6 种算法。 

表 5-1 减速器设计问题上 HV 和 IGD 的均值（Mean）和标准差（Std）比较结果 

Algorithm 
HV IGD 

Mean Std Mean Std 

M2M-IEpsilon 4.2384E-01 3.6341E-05 4.1359E-03 5.5564E-04 

CM2M 4.2380E-01 4.1669E-05 4.8435E-03 8.1076E-04 

CM2M2 4.2250E-01 6.7143E-04 6.2048E-02 3.0149E-02 

NSGA-II-CDP 4.1013E-01 1.6709E-03 9.7069E-02 1.7559E-02 

MOEA/D-CDP 4.2326E-01 4.9215E-05 6.6092E-02 2.8346E-03 

MOEA/D- IEpsilon  4.2342E-01 1.9452E-04 3.6184E-02 1.8989E-02 

PPS-MOEA/D 4.2356E-01 1.5399E-04 2.4971E-02 1.6936E-02 

为进一步展示 M2M-IEsilon 相较于其他 6 种算法的优势，图 5-1 描绘了 7 种算法

30 次独立运行优化后得到的 HV 中位值的非支配解集。红色圆圈代表算法获得的解，

蓝色点表示 7 种算法获得的解集进行联合之后进行非支配排序得到的真实 PF。可以

清楚地观察到，所提出的 M2M-IEpsilon 可以找到绝大部分真实 PF，而其他 6 个 
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图 5-2 每种算法在减速器设计问题上获得的非支配解集 
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CMOEAs 只能收敛到部分真实 PF，而从每个算法获得的解在整个真实 PF 的分布性

情况可以看出 M2M-IEspilon 获得的解分布更均匀。 

图 5-3 展示了七种算法在减速器设计优化问题的 IGD 指标箱线图，‘1’、‘2’、

‘3’、‘4’、‘5’、‘6’、‘7’分别代表 M2M-IEpsilon，CM2M，CM2M，NSGA-II-CDP，

MOEA/D-CDP，MOEA/D-IEpsilon 以及 PPS-MOEA/D 七种算法。从箱线图也可以观

察出，M2M-IEpsilon 在减速器设计优化问题上的 IGD 指标明显优于其他算法。 

 

图 5-3 七种算法在减速器设计问题的 IGD 指标箱线图 

基于以上分析，M2M-IEpsilon 在减速器设计问题上的性能明显要优于其他 6 中

比较算法，而对于其他 CMOEAs 来说寻找沿着 PF 均匀分布的非支配解是非常具有

挑战的。可以认为 M2M-IEpsilon 能够有效解决实际工程设计中出现的约束多目标优

化问题，是一种非常具有潜力和竞争力的能够应用于实际工程优化的约束多目标进化

算法。 

5.3 本章小结 

本章通过在减速器设计优化问题上的仿真实验，将所提出的算法 M2M-IEpsilon

与目前最先进的 6 种约束多目标进化算法进行了比较，结果表明了所提出算法在该问

题上的 IGD 和 HV 方面具有更好或者相当的性能。验证了所提出的 M2M-IEpsilon 在

求解现实工程实例的有效性，为该方法进一步扩展解决现实世界的优化问题提供了一

定研究基础。 
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第 6 章 总结 

6.1 研究总结 

多目标优化问题一直是学界关注的重点，但现实世界的多目标优化不仅包含了多

个相互冲突的约束而且往往包含了一个或者多个约束条件，从而导致求解约束多目标

优化问题的难度进一步加深和研究学者对这一领域关注度的提升。由于约束条件的存

在，势必导致对目标空间搜索难度的加深，可行区域和不可行区域之间搜索的权衡。

算法需在可行性、多样性和收敛性之间保持有效平衡。这些问题的存在都给约束多目

标优化的有效求解带来了极大的挑战。所以本文就这些问题提出了一种混合 CMOEA，

即 M2M- IEpsilon，它将改进的 Epsilon 约束处理方法和 M2M 分解方法相结合，用于

求解约束同时具有收敛性难度和多样性难度的不平衡 CMOPs。另一方面针对目标不

平衡的约束多目标测试问题集的设计较少，通过使用 DAS-CMOPs 这类可扩展的测试

集结合不平衡目标函数，提出了一组基准测试问题，即 ICD-CMOPs，有效评估 M2M-

IEpsilon 的性能。 

由于 M2M-IEpsilon 采用了 M2M 分解方法，该方法对于求解目标函数不平衡的

CMOPs 非常有效，能帮助算法在目标不平衡 CMOPs 上维持更好的多样性。M2M-

IEpsilon 中嵌入的 IEpsilon 约束处理机制可以帮助 M2M-IEpsilon 的工作种群穿越不

可行区域，同时提高收敛性能。为了验证这一算法的性能，在 ICD-CMOPs 上测试了

M2M-IEpsilon 和其他 6 个最先进的 CMOEAs，包括 CM2M、CM2M2、NSGA-II-CDP、

MOEA/D- CDP、PPS-MOEA/D 和 MOEA/D- IEpsilon。综合实验结果表明，所提出的

M2M-IEpsilon 在大多数测试问题上明显优于其他六种 CMOEA，表明了所提出的

M2M-IEpsilon 的优越性。此外，为进一步验证 M2M-IEpsilon 的有效性，在现实世界

的工程应用问题上—减速器设计上的实验结果也表明，M2M-IEpsilon 有助于提高算

法在目标空间的探索以及维持算法多样性和收敛性方面的平衡。以上实验结果都表明

M2M-IEpsilon 算法比其他 6 种最先进算法都要明显优越。 

6.2 研究展望 

本文针对现有约束多目标进化算法在处理一些复杂约束条件上的不足，针对性的

提出了一种混合约束多目标进化算法用以解决一类约束多目标测试问题集。最优化理
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论提及的没有免费午餐定理所描述，只有在指定具体问题时候，才能说某一优化方法

优于另一种算法。所以针对不同类型的约束难度和目标函数特性，分析不同的约束处

理方法和目标函数处理方法对于约束多目标进化算法的研究都是非常必要的。另一方

面随着机器学习技术的迅猛发展，这对于进化算法求解约束多目标优化也是具有积极

促进作用，现有的利用进化算法进行神经网络的架构搜索（NAS）和超参数优化已经

成为一个研究热点。但由于进化算法通常所需的评估次数较多，目标函数的每一次评

价都需要耗费昂贵的时间和计算，减少计算的负担也已成为进化算法求解多目标优化

的一个重要而困难的问题。实际的工程应用设计中，存在许多无法使用具体表达式描

述的黑箱优化问题，这类问题也通常具有计算代价昂贵和运算速度慢等昂贵评价特征。

所以未来的工作可以尝试将机器学习技术与 M2M-IEpsilon 相结合，利用机器学习的

强大运算能力、数据挖掘能力，以解决具有昂贵的目标和约束函数的 CMOPs。
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能皮一下让我顿时开心不少。谢谢姨妈一家，你们的支持和帮助我才以顺利完成学业。

我最爱的家人们，你们的鼓励和支持，一直都是我前进的最大动力。 

作者：杨知 

 

2021 年 5 月 9 日
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附录 

附表 I  测试问题 ICD-CMOP1-7 目标函数及其约束条件 

编

号 
目标函数 约束条件 

1 

1 1

2 1

2 0.6

1

2

1

min ( ) (1 ( ))

min ( ) (1 ( ))(1 )

where ( ) 2sin( ) ( 0.9 | |)

sin(0.5 )

10, [0,1]

n

i i

i

i i

n

f g x

f g x

g x t t

t x x

n





=

= +


= + −


= − +

 = −


= 



x x

x x

x

x

 

1 1

2 2

1 2

2 2

1 2

2 2

( ) sin( ) 0

( ) (( ) ( ) ) ) /

(( ) ( ) ) ) /

20, 0

[0,1,0,1, 2,0,1, 2,3]

[1.5,0.5, 2.5,1.5,0.5,3.5, 2.5,1.5,0.5]

0.4, 1.6, 0.25

20, 30.

k k k k k k

k k k k k

k

k

k k k

c a x b

c f p cos f q sin a

f p sin f q cos b r

a b

p

q

a b

c n x



 

 

 

= − 

= − − −

+ − − − 

= =

=

=

= = = −

= =

x

x

[0,1], 1, ,9i k












  = 

 

2 

1 1

2

2 1

1 5| |
2

1

min ( ) (1 ( ))

min ( ) (1 ( ))(1 )

| |
where ( ) 10sin( ) ( )

1

sin(0.5 )

10, [0,1]

i

n
i

t
i

i i

n

f g x

f g x

t
g x

e

t x x

n





=

= +


= + −



=
+

 = −


= 



x x

x x

x

x

 They are the same as those of ICD-CMOP1 

3 

1
1

1
2

1

5| |
2

1

min ( ) (1 ( )) cos( )
2

min ( ) (1 ( ))sin( )
2

| |
where ( ) 10sin( ) ( )

2 1

sin(0.5 )

10, [0,1]

i

n
i

t
i

i i

n

x
f g

x
f g

tx
g

e

t x x

n









=


= +


 = +


 =

+
 = −


= 



x x

x x

x

x

 
They are the same as those of ICD-CMOP1 
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4 

1 1

0.5 2

2 1 1

1 5| |
2

1

min ( ) (1 ( ))

min ( ) (1 ( ))(1 cos (2 ))

| |
where ( ) 1 10sin( ) ( )

1

sin(0.5 )

10, [0,1]

i

n
i

t
i

i i

n

f g x

f g x x

t
g x

e

t x x

n







=

= +


= + −



= +
+

 = −


= 



x x

x x

x

x

 
They are the same as those of ICD-CMOP1 

5 

1 1

2 1

2 0.6

1

2

1

min ( ) (1 ( ))

min ( ) (1 ( ))(1 )

where ( ) 2 | cos( ) | ( 0.9 | |)

sin(0.5 )

10, [0,1]

n

i i

i

i i

n

f g x

f g x

g x t t

t x x

n





=

= +


= + −


= − +

 = −


= 



x x

x x

x

x

 
They are the same as those of ICD-CMOP1 

6 

1 1 2

2 1 2

3 1

2 0.6

1

3

1 2

min ( ) (1 ( ))

min ( ) (1 ( )) (1 )

min ( ) (1 ( ))(1 )

where ( ) 2sin( ) ( 0.9 | |)

10, [0,1]

n

i i

i

i i

n

f g x x

f g x x

f g x

g x t t

t x x x

n


=

= +


= + −

 = + −



= − +


= −


= 



x x

x x

x x

x

x

 

1 1

2 2

2 2

1 2

2 2

1 2

2 2

( ) sin( ) 0

( ) cos( ) 0

( ) (( ) ( ) ) ) /

(( ) ( ) ) ) /

20, 0

[0,1,0,1, 2,0,1, 2,3]

[1.5,0.5, 2.5,1.5,0.5,3.5, 2.5,1.5,0.5]

0.4, 1.6,

k k k k k k

k k k k k

k

k

k k

c a x b

c a x b

c f p cos f q sin a

f p sin f q cos b r

a b

p

q

a b





 

 



= − 

= − 

= − − −

+ − − − 

= =

=

=

= =

x

x

x

0.25

20, 30. [0,1], 1, ,9

k

ic n x k
















= −

 = =  = 

 

7 

1 2
1

1 2
2

2
3

2 0.6

1

3

1 2

min ( ) (1 ( )) cos( ) cos( )
2 2

min ( ) (1 ( )) cos( )sin( )
2 2

min ( ) (1 ( ))sin( )
2

where ( ) 2sin( ) ( 0.9 | |)

10, [0,1]

n

i i

i

i i

n

x x
f g

x x
f g

x
f g

g x t t

t x x x

n

 

 




=


= +


 = +


 = +

 = − +



= −
 = 



x x

x x

x x

x

x

 
They are the same as those of ICD-CMOP6 

 


